
 Matematika IPA dan 
Aplikasinya dalam 

STEM 
(Science, Technology, Engineering, and Mathematics)

Rooselyna Ekawati

Madlazim

M Budiyanto

Nur Ducha

Amaria



ii

MATEMATIKA IPA DAN 

APLIKASINYA DALAM STEM

Penulis 
Rooselyna Ekawati, Madlazim
M Budiyanto, Nur Ducha, Amaria

Editor  
Dr. Anas Ahmadi, M.Pd.

Desain Sampul & Lay out
Alek Subairi

Penerbit
Graniti
Anggota IKAPI (181/JTI/2017)
Perum. Kota Baru Driyorejo, Jln. Granit Kumala 1/12, Gresik 61177
website: www.penerbitgraniti.com
fb: Penerbit Graniti
ig: @penerbit_graniti
email: penerbitgraniti@gmail.com
telp. 0813 5782 7429 / 0813 5782 7430

Hak cipta dilindungi undang-undang
All rights reserved

Cetakan pertama,  November  2020

ISBN: 978-602-5811-86-9

Hak cipta dilindungi undang-undang 
Dilarang memperbanyak isi buku ini dengan bentuk dan 
dengan cara apapun tanpa izin tertulis dari penerbit.

Isi buku di luar tanggung jawab penerbit dan percetakan



iii

Kata Pengantar

Puji syukur Alhamdulillah, penulis panjatkan kepada 
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21. Terdapat 5 prinsip utama untuk praktik pembelajaran 

dalam STEM terintegrasi adalah integrasi konten STEM, 

pembelajaran yang berpusat pada masalah, pembelajaran 

berbasis penyelidikan, pembelajaran berbasis desain dan 

pembelajaran kooperatif. Kelima prinsip ini berakar pada 
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buku Matematika IPA ini diantaranya penerapan konsep 

materi Matrik, vector, diferensial, integral, dan persamaan 
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Pendidikan Berbasis 
STEM 
 

Beberapa sumber mendeskripsikan pengertian STEM 

yang berbeda. Menurut Brown, dkk (2011),  STEM adalah 

meta-disiplin di tingkat sekolah dimana guru sains, teknologi, 

teknik dan matematika mengajar pendekatan terpadu dan 

masing-masing materi disiplin tidak dibagi-bagi tapi ditangani 

dan diperlukan sebagai satu kesatuan yang dinamis. Selain itu, 

Kelley, dkk (2016) menyatakan pendidikan STEM terpadu 

sebagai pendekatan untuk mengajar dua atau lebih bidang 

STEM dengan melibatkan praktek STEM dalam 

menghubungkan masing-masing bidang STEM agar dapat 

meningkatkan pembelajaran siswa. Pendidikan STEM dapat 

membentuk SDM yang memiliki kemampuan bernalar dan 
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berpikir kritis, logis, dan sistematis, sehingga mereka nantinya 

mampu menghadapi tantangan global serta mampu 

meningkatkan perekonomian negara. Penerapan STEM di 

Indonesia saat ini masih minim karena tidak didukung oleh 

kebijakan pemerintah secara maksimal. Hal ini dapat terlihat 

dari tidak adanya tuntutan kurikulum saat ini yang secara 

tegas bahwa lembaga pendidikan wajib menerapkan STEM. 

Oleh karena itu, perangkat pembelajaran seperti modul yang 

berbasis STEM yang dikembangkan untuk pendidikan di 

Indonesia jumlahnya masih sedikit dan bersifat parsial. 

Beberapa peneliti telah mengembangkan perangkat seperti 

Pertiwi, R.S (2017) telah mengembangkan LKS dengan 

pendekatan STEM untuk melatih keterampilan berpikir kreatif 

siswa pada materi fluida statis. Muharomah, D.R (2017) telah 

mengembangkan LKPD untuk pembelajaran STEM untuk 

meningkatkan hasil belajar konsep evolusi.  

Beberapa hasil penelitian menunjukkan bahwa 

pembelajaran berbasis STEM dapat melatih kemampuan dan 

kecakapan siswa menghadapi masalah abad 21. Sehingga, 

pendekatan STEM merupakan pendekatan pembelajaran 

yang dapat menumbuhkan keterampilan abad 21. 



Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 3 

 

Pendekatan pembelajaran berbasis STEM memiliki 

karakteristik proses saintifik dan Engineering practices. 

Secara umum karakteristik tersebut dapat 

diimplementasikan dalam pembelajaran. Thibaut, dkk (2018) 

menggambarkan kerangka teoritis untuk praktik 

pembelajaran dalam STEM terintegrasi pada gambar 1. 

 

Gambar 1. Kerangka teoritis untuk praktik pembelajaran dalam STEM 
terintegrasi 

 

1. Terdapat 5 prinsip utama untuk praktik pembelajaran 

dalam STEM terintegrasi adalah integrasi konten STEM, 

pembelajaran yang berpusat pada masalah, 

pembelajaran berbasis penyelidikan, pembelajaran 

berbasis desain dan pembelajaran kooperatif. Kelima 

prinsip ini berakar pada pandangan konstruktivis sosial 

tentang pembelajaran. Integrasi konten STEM 

(integration of STEM content), mengacu pada asimilasi 
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eksplisit tujuan pembelajaran, konten, dan praktik dari 

berbagai disiplin STEM. Karena kurangnya konsensus 

tentang terminologi, tidak ada strategi khusus yang 

diusulkan (misalnya, pembelajaran multidisipliner, 

interdisipliner atau terpadu).  

2. Pembelajaran yang berpusat pada masalah (problem-

centered learning), dimaksudkan bahwa lingkungan 

belajar harus melibatkan siswa dalam masalah-masalah 

dunia nyata yang otentik, terbuka, tidak terstruktur, dan 

terstruktur untuk meningkatkan kebermaknaan konten 

yang akan dipelajari.  

3. Pembelajaran berbasis inkuiri (inquiry-based learning), 

mengacu pada lingkungan belajar yang melibatkan siswa 

dalam pertanyaan, pembelajaran pengalaman dan 

aktivitas langsung yang memungkinkan mereka untuk 

menemukan konsep-konsep baru dan mengembangkan 

pemahaman baru.  

4. Pembelajaran berbasis desain (design-based learning), 

yang memerlukan penggunaan tantangan desain 

terbuka dan langsung yang memberi siswa kesempatan 

untuk tidak hanya belajar tentang proses desain teknik 
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dan praktik rekayasa, tetapi juga memperdalam 

pemahaman mereka tentang ide-ide inti disiplin.  

5. Prinsip pembelajaran kooperatif (cooperative learning), 

menunjukkan bahwa siswa harus mendapatkan 

kesempatan untuk berkomunikasi dan berkolaborasi 

satu sama lain untuk memperdalam pengetahuan 

mereka. Semua prinsip kunci didukung oleh pandangan 

konstruktivis sosial tentang pembelajaran, yang 

menentukan bahwa pengetahuan secara aktif dibangun 

oleh siswa dan bahwa pembelajaran adalah berbagi, 

bukan sekedar pengalaman individu. Pengintegrasian 

pendidikan STEM dalam pengajaran dan pembelajaran 

boleh dijalankan pada semua tingkatan pendidikan, mulai 

dari sekolah dasar sampai universitas. 

Keberhasilan pendidikan dengan menerapkan 

pendekatan STEM dapat mempengaruhi kemampuan 

peserta didik baik dalam dunia pendidikan maupun dunia 

kerja. Pendekatan STEM dalam pembelajaran, telah mulai 

diterapkan di Indonesia meski dalam skala kecil, hal ini seuai 

dengan data Forum Ekonomi Dunia (2016) seperti pada 

gambar berikut. 
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Berdasarkan data Forum Ekonomi Dunia, diketahui 

bahwa China menjadi Negara yang paling berhasil dalam 

menerapkan pendekatan STEM dalam pembelajaran. Hal ini 

dapat terjadi karena adanya dukungan dari beberapa pihak 

yang terkait dalam dunia pendidikannya. Keberhasilan China 

dalam menerapkan STEM dapat memberikan dampak-

dampak positif tidak hanya dengan kemajuan pendidikannya, 

tapi juga keberhasilan para peserta didik di dunia kerjanya. 

Berdasarkan data tersebut, diketahui bahwa posisi Indonesia 

dikatakan masih sangat jauh dibandingkan dengan China. 

Meskipun pendekatan-pendekatan pembelajaran yang 

digunakan di Indonesia saat ini terdapat dalam karakteristik 

pendeketan STEM. 
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Matriks dan Aplikasinya 
 
A. Definisi dan notasi matriks 

Matriks adalah kumpulan bilangan (unsur) yang disusun 

menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang disusun tersebut 

disebut elemen-elemen atau komponen-komponen matriks. Nama 

sebuah matriks dinyatakan dengan huruf kapital. Banyak baris × 

banyak kolom dari suatu matriks disebut ordo matriks atau ukuran 

matriks. Dalam menyatakan matriks, yang pertama disebut adalah 

banyaknya “baris” dan yang kedua adalah banyaknya “kolom”. 

Perhatikan contoh matriks berikut: 

𝐴 = [  1 3 0    4 3 1  2 6 7 ]⋯ → 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠 2 

   

             

 

Kolom 1 

Kolom 2 

Kolom 3 
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Matriks A terdiri dari 3 baris dan 3 kolom.  Matriks A berordo 

3 × 3 atau ditulis 𝐴(3 × 3) 

Secara umum matriks dapat ditulis:  

𝐴 = [   
   𝑎11 𝑎12 ⋯  𝑎1𝑘        𝑎21 𝑎22 𝑎2𝑘  ⋮⋮𝑎𝑏1

⋮⋮𝑎𝑏2
⋮⋮𝑎𝑏𝑘 ]   

 = 𝐴(𝑏𝑥𝑘) 

Dan dalam hal ini 𝐴𝑏𝑘  disebut elemen matriks pada baris ke-𝑏 

kolom ke-𝑘. 

Contoh soal 1: Diketahui matriks A = 




















105703

412952

83641

 

Tentukan : 

a. banyak baris                    d. elemen-elemen kolom ke-3                    

b. banyak kolom        e. 4.3a  

c. elemen-elemen baris ke-1        f. 3.1a  

Jawab :  

a. banyak baris  : 3   buah 

b. banyak kolom : 5  buah 

c. elemen-elemen baris ke-1 : 1, 4, 6, -3,  
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d. elemen-elemen kolom ke-3 : 6, 9, 7 

e. 4.3a  = elemen baris ke-3 kolom ke-4 = 5 

f. 3.1a  = elemen baris ke-1 kolom ke-3 = 6 

 

1. Orde matriks 

Orde matrik yaitu banyaknya baris dan kolom yang 

menyatakan suatu matriks. mxnA  artinya matriks A berordo m 

x n yaitu banyaknya baris m buah dan banyaknya kolom n 

buah. 

Contoh:  Diketahui 






 


8205

4631
P    




















39

45

01

Q .  

 Tentukan ordo matriks P dan Q 

 Jawab : Ordo matriks 𝑃 = 2 ×  4; Ordo matriks 𝑄 =3 ×  2 

2. Jenis-jenis Matriks 

a. Matriks Nol 

Yaitu matriks yang setiap elemennya nol. 

Contoh: 









00

00
A , 










000

000
B


















000

000

000

C  
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b. Matriks Baris 

Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu baris 

Contoh :   423 A   ,  3201B  

c. Matriks Kolom 

Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu kolom. 

Contoh : 

















8

5

4

P       





















3

6

0

1

Q  

d. Matriks berelemen tunggal 

Matriks berelemen tunggal adalah matriks 

yang mempunyai satu baris dan satu kolom saja. 

Sebuah bilangan atau sebuah variabel dapat di 

pandang sebagai matriks berorde 1x1 atau matriks 

berelemen tunggal. 

      Contoh :  [𝑎] , [2 − 3𝑖], [0] 
 

B. Aljabar Matriks 

1. Kesamaan Matriks 

Dua matriks dikatakan sama jika ordo dan elemen-

elemen yang seletak sama. 
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Diketahui dua matriks 









dc

ba
A  dan 










sr

qp
B  

Jika 𝐴 = 𝐵 maka: 𝑎 = 𝑝, 𝑏 = 𝑞, 𝑐 = 𝑟 dan 𝑑 = 𝑠. 

Contoh:  

Tentukan 𝑥 dan 𝑦 dari 

















 52

3

58

13

y

x
 

Jawab:   𝑥 = 1 2𝑦 =  8     𝑦 = 4 

2. Penjumlahan Matriks 

Dua matriks dapat dijumlahkan jika ordonya sama. 

Yang dijumlahkan yaitu elemen-elemen yang 

seletak. 


















sr

qp

dc

ba
 = 











sdrc

qbpa
 

Contoh :  

Diketahui dua matriks 𝐴 = 







43

21  dan  𝐵 = 







 12

12
   

Maka  

      𝐴 + 𝐵 = 







43

21 + 







 12

12
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                    = 










)1(4)2(3

1221 = 







31

33
 

Sifat-sifat penjumlahan matriks : 

1. 𝐴 +  𝐵 =  𝐵 +  𝐴  (bersifat komutatif) 

2. 𝐴 + (𝐵 +  𝐶)  =  (𝐴 +  𝐵)  +  𝐶 (bersifat asosiatif) 

3. 𝐴 +  𝑂 =  𝑂 +  𝐴 =  𝐴 (O matriks identitas dari 

penjumlahan) 

4. 𝐴 + (−𝐴)  =  (−𝐴)  +  𝐴 =  𝑂 (-A matriks invers 

penjumlahan) 

3. Pengurangan Matriks 

Dua matriks dapat dikurangkan jika ordonya sama. 

Yang dikurangkan elemen-elemen yang seletak. 


















sr

qp

dc

ba = 










sdrc

qbpa
 

Contoh:  

Jika 












41

32
A  dan 












53

14
B ,  

maka tentukan : 

a. 𝐴 –  𝐵  b. 𝐵 –  𝐴   

Jawab:  
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𝑘 × [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 = [𝑘𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 

a. 𝐴 –  𝐵 =  










41

32












53

14













94

22
         

b. 𝐵 –  𝐴 =  










53

14













41

32 =  







 94

22
 

Sifat-sifat Pengurangan matriks : 

1. 𝐴 –  𝐵   𝐵 –  𝐴 (tidak komutatif) 

2. 𝐴 – (𝐵 –  𝐶)  =  (𝐴 –  𝐵) –  𝐶 (asosiatif) 

 

4. Perkalian Matriks  

a. Perkalian matriks dengan bilangan real 

(skalar) 

Mengalikan sebuah matriks dengan sebuah 

bilangan (yaitu scalar) berarti mengalikan masing-

masing elemennya dengan bilangan tersebut. Jadi 

secara umum dapat di tulis : 

 

 

Contoh:  

Jika 











53

12
A  maka tentukan : 
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𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑝×𝑞 dan 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]𝑞×𝑟 

𝐴𝐵 = 𝐶 = [𝑐𝑖𝑗]𝑝×𝑟 𝐶𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + 𝑎𝑖3𝑏3𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑝𝑏𝑝𝑗 

a. 2A  b. A
2

1
  

Jawab: a.   2𝐴 =  










53

12
2 












106

24
 

 b. A
2

1
  = 











53

12
.

2

1











2/52/3

2/11
 

b. Perkalian dua buah matriks 

 Dua buah matriks dapat dikalikan satu 

terhadap yang lain, jika dan hanya jika banyaknya 

kolom pada matriks yang ke-1 sama dengan 

banyaknya baris pada matriks ke-2.  

Jika:  

 

maka:  

dengan:  

Contoh:  

Diketahui 

 97,
6

5
,

41

23


















 CBA dan 










87

65
D . 

Tentukan :  

a. 𝐴𝐵  b. 𝐴𝐶  c. 𝐴𝐷   
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Jawab:  

a.  𝐴𝐵 =  


























245

1215

6

5

41

23










29

27
 

b. 𝐴𝐶 tidak dapat dikalikan, karena banyaknya 

kolom matriks 𝐴 tidak sama dengan banyaknya 

baris matriks 𝐶. 

c. 𝐷 = 



































3833

3429

326285

16181415

87

65

41

23
 

Sifat-sifat perkalian matriks : 

1. Umumnya tidak komutatif (𝐴𝐵   𝐵𝐴) 

2. Asosiatif : (𝐴𝐵)𝐶 =  𝐴(𝐵𝐶) 

3. Distributif kiri : 𝐴(𝐵 +  𝐶)  =  𝐴𝐵 +  𝐴𝐶 

Distributif kanan : (𝐵 +  𝐶)𝐴 =  𝐵𝐴 +  𝐶𝐴 

4. Identitas : 𝐼𝐴 =  𝐴𝐼 =  𝐴 

5. 𝑘(𝐴𝐵)  =  (𝑘𝐴)𝐵    

  

C. Komutator dan Anti Komutator 

Selisih antara dua matriks 𝐴𝐵 dan 𝐵𝐴  disebut 

komutator dari 𝐴 dan 𝐵, yang didefinisikan sebagai 

berikut : 
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[𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵–𝐵𝐴  dan  [𝐵, 𝐴] = −[𝐴, 𝐵] 
Secara khusus jika 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 atau [𝐴, 𝐵] = 0, maka 

dikatakan kedua matriks 𝐴 dan 𝐵 saling komut satu 

sama lain. 

Contoh :  

Tunjukkan bahwa matriks A dan B berikut tidak komut 

 

𝐴 = [  3 7 −9   1 −2 3  5 0 −6] dan 𝐵 = [   6 9 −3   2 0 5 −8 1 7 ] 

𝐴𝐵 = [  3 7 −9   1 −2 3  5 0 −6] [   6 9 −3   2 0 5 −8 1 7 ] = [  104 18 −37  −22 12 878 1 7 − 57] 

 

𝐵𝐴 = [   6 9 −3   2 0 5 −8 1 7 ] [   6 9 −3   2 0 5 −8 1 7 ] = [  12 24 −9   31 14 −48 12 −58 33 ] 

Jadi, [𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = [  104 18 −37  −22 12 878 1 7 − 57] − [  12 24 −9   31 14 −48 12 −58 33 ] 

[𝐴, 𝐵] = [   92 −6 −46  −53 −2 56 66 97 −90]  ≠  0  

 

Dengan demikian 𝐴 dan 𝐵 tidak komut. 
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Anti Komutator adalah penjumlahan 𝐴𝐵 dan 

matriks 𝐵𝐴 disebut anti komutator dari 𝐴 dan 𝐵 yang 

dinotasikan sebagai berikut : {𝐴, 𝐵} = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 jelas bahwa {𝐵, 𝐴} = {𝐴, 𝐵 } 

Contoh :  

𝐶 =  [  13 −2 −5  −2 10 −2 −5 −2 13 ] dan 𝐷 =  [  0 1 2   1 1 1 2 1 0] 

Maka  

𝐶𝐷 = [ −12 6 24  6 6 624 6 −12]  dan 𝐷𝐶 =  [ −12 6 24  6 6 624 6 −12] 

adi {𝐶, 𝐷 } =  𝐶𝐷 + 𝐷𝐶 = [ 24 12 48 12 12 1248 12 −34] 

 

D. Jenis-Jenis Matriks 

 Berdasarkan ordonya, matriks dibedakan menjadi: 

1. Matriks Bujur Sangkar 

Matriks bujur sangkar / persegi merupakan 

matriks berordo 𝑛 ×  𝑛 atau jumlah baris dan 

kolomnya sama. 
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Contoh :    𝐵2×2  =   (2 41 5) 

2. Matriks Baris 

Matriks baris merupakan matriks yang berordo 1 ×  𝑛 atau hanya memiliki 1 baris. 

Contoh : 𝐵1×3  =   (  1   4   3 ) 

3. Matriks Kolom 

Matriks kolom merupakan matriks yang berordo 𝑛 × 1 atau hanya memiliki 1 kolom. 

Contoh :  𝐵3×1 =  (105) 

4. Matriks Tegak 

Matriks tegak merupakan matriks yang 

berordo  𝑚 ×  𝑛, dimana 𝑚 >  𝑛. 

Contoh :  𝐵3×2  =  (1     23      04      2) 

5. Matriks Datar 

Matriks datar merupakan matriks yang berordo 𝑚 ×  𝑛, dimana 𝑚 <  𝑛. 

Contoh :  𝐵2×4 =  (7    4     3    12    0     6    8) 
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 Berdasarkan elemen-elemen penyusunnya, matriks 

dibedakan menjadi : 

1. Matriks Nol 

Matriks nol merupakan matriks yang semua 

elemen penyusunnya adalah nol. Matriks nol 

dapat dinotasikan O. 

Contoh :  𝑂1×3  =  (0   0   0) 

 𝑂3×3  =  (0 0 00 0 00 0 0) 

2. Matriks Diagonal 

Matriks diagonal merupakan matriks persegi 

yang semua elemen di atas dan di bawah 

diagonalnya nol. Matriks ini dapat dinotasikan 𝐷.  

Contoh :  𝐷3×3  =   (−2 0 00 5 00 0 1) 

3. Matriks Skalar 

Matriks skalar merupakan matriks diagonal yang 

semua elemen pada diagonal sama. 

Contoh :  𝐵3×3  =   (5 0 00 5 00 0 5) 
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4. Matriks Simetri 

Matriks simetri merupakan matriks persegi yang 

semua elemennya selain diagonal adalah simetri 

terhadap diagonal. 

Contoh :  𝐵2×2  =   (3    11    4) 

5. Matriks Simetri Miring 

Matriks simetri miring merupakan matriks 

simetri yang semua elemnnya selain diagonal 

saling berlawanan. 

Contoh :  𝐵3×3  =   ( 1 −5  25  4 −3−2  3  0 ) 

6. Matriks Identitas 

Matriks identitas / satuan merupakan matriks 

diagonal yang semua elemen pada diagonalnya 1 

dan selain diagonal bernilai 0. Matriks ini 

dinotasikan sebagai 𝐼. 

Contoh :  𝐼2×2  =   (1 00 1) 

 𝐼3×3  =   (1 0 00 1 00 0 1) 

 



Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 21 

 

7. Matriks Segitiga Atas 

Matriks segiiga atas merupakan matriks yang 

semua elemen dibawah diagonal utamanya 

adalah 0. 

Contoh :  𝐵3×3  =  (1 −2 40 −5 50  0 3) 

8. Matriks Segitiga Bawah 

Matriks segitiga bawah merupakan matriks yang 

semua elemen di atas diagonal utamanya adalah 

0. 

Contoh :  𝐵3×3  =  (2 0 07 4 08 3 1) 

9. Matriks Transpose 

Matriks transpose merupakan matriks yang 

diperoleh dari memindahkan elemen-elemen 

baris menjadi elemen pada kolom, atau 

sebaliknya. 

Contoh :  𝐵2×3  =   (1  − 2    30      4     2) 

  𝐵𝑇    =   (1     0−2   43     2 )   
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E. Matriks dan Persamaan Linear 

 Metode Eliminasi Gauss 

Misal terdapat 3 buah persamaan linear berbentuk 

seperti : 𝑥 –  2𝑧 =  6 3𝑥 +  2𝑦 +  𝑧 =  12 6𝑥 –  2𝑦 =  6 

Maka, persamaan tersebut dapat dituliskan dalam 

bentuk perkalian sebagai berikut. (1  0 −23  2  16 −2  0 )  

(𝑥𝑦𝑧) = ( 6126 ) 

Untuk memecahkan persamaan linear tersebut bisa 

menggunakan metode Gauss (reduksi). Persamaan 

linear yang telah dituliskan dalam bentuk matriks 

tersebut dapat diperoleh matriks yang diperluas 

(augmented matrix) sebagai berikut : 

[1   0 −2      |  63   2     1        |  126 −2   0        |  6 ]   
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Untuk mereduksi matriks yang diperluas menjadi 

matriks eselon dapat ditempuh dengan langkah-

langkah berikut : 

a) Mempertukarkan elemen dua buah baris 

b) Mengalikan elemen dalam sebuah baris dengan 

factor yang tidak nol 

c) Menambahkan atau mengurangkan kelipatan 

salah satu elemen baris dengan (atau dari) 

elemen dari baris lain. 

Proses pengolahan matriks ini dikenal sebagai 

reduksi baris atau eliminai gauss. Langkah-langkah 

pengolahannya bebas sekehendak kita, asalkan 

ditujukan pada pembentukan matriks eselon. 

Contoh Soal : 

Diketahui persamaan linear : 2𝑥 –  𝑧 =  2  6𝑥 +  5𝑦 +  3𝑧 =  7  2𝑥 –  𝑦 =  4  

Tentukan 𝑥, 𝑦, 𝑧 pada persamaan linear tersebut 

dengan menggunakan metode Gauss 
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Penyelesaian : 

Persamaan linear tersebut dapat dituliskan sebagai: 

(2  0 −16  5  32 −1  0 )(𝑥𝑦𝑧) = (274)                                                                       

(2  0 −1     |  26  5  3       |  72 −1  0       |  4) 

Kurangi baris kedua dengan 3 kali baris pertama, dan 

baris ketiga dengan 1 kali baris pertama. Langkah ini 

menghasilkan : 

 (2  0 −1     |  20  5  6       |  10 −1  1       |  2) 

Sekarang tukarkan baris kedua dengan baris ketiga. 

Matriksnya menjadi: 

 (2  0 −1     |  20 −1  1       |  20 5  6       |  1)  
Selanjutnya baris ketiga ditambah dengan 5 kali baris 

kedua. Matriksnya menjadi : 

 (2  0 −1     |  20 −1  1       |  20 0   11     |  11) 
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Dengan langkah ini matriks telah direduksi menjadi 

matriks eselon. Akhirnya kita letakkan kolom sebelah 

kanan kembali ke posisi semula. 

(2  0 −10 −1  10 0  11)(𝑥𝑦𝑧) = ( 2211)         

Dengan “substitusi mundur” dimulai dari baris yang 

paling bawah, kita peroleh : 11𝑧 =  11 → 𝑧 =  1  −𝑦 +  𝑧 =  2 → 𝑦 =  −1  2𝑥 –  𝑧 =  2 → 𝑥 = 32  

Jadi, persamaan linear di atas menghasilkan : 𝑥 = 32  , 𝑦 = −1, 𝑧 = 1  

 

F. Determinan Matriks Bujur Sangkar 

Setiap matriks persegi memiliki bilangan tersebut yang 

disebut determinan. Determinan matriks merupakan jumlah 

semua hasil perkalian elementer yang bertanda dari A dan 

dapat dinotasikan dengan det(A). (Howard Anton , 1991: hal 

67). 

Yang diartikan dengan sebuah hasil perkalian elementer 

bertanda dari suatu matriks A adalah sebuah hasil perkalian 
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elementer pada suatu kolom dengan +1 atau -1. Sebelum 

membahas penentuan besarnya determinan ini terlebih 

dahulu menelaah kedua besaran berikut. 

 

1. Determinan Minor 

Determinan minor merupakan determinan yang 

elemen-elemennya adalah elemen yang tidak 

terpotong oleh garis horizontal dan vertical dari 

determinan yang telah diketahui. Determinan minor 

dari aij pada determianan A adalah determianan yang 

diperoleh dengan menghilangkan baris i dan j pada 

determinan A tersebut.  

Contoh: 

Sebuah determinan orde ketiga mempunyai 3 baris dan 

3 kolom yaitu: 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖| 
Masing-masing elemen dalam determinan inti berkaitan 

dengan minor-minornya yang diperoleh dengan 

menghilangkan baris dan kolom yang memuat elemen 

tersebut. 
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Misal, minor dari 𝑎 adalah : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|                         |𝑒 𝑓ℎ 𝑖 | 
Minor dari  : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|                         |𝑑 𝑓𝑔 𝑖 | 
Minor dari  : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖| |𝑑 𝑒𝑔 ℎ| 
Minor dari elemen yang lain dapat dicari dengan cara 

yang sama dengan minor 𝑎, 𝑏, dan 𝑐. 

Menghitung determinan orde  

Untuk menghitung orde ketiga, kita tuliskan elemen-

elemen dari baris atas, kemudian masing-masing 

dikalikan dengan minornya dan diberi tanda bergantian 

pada suku-sukunya. 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|   =   𝑎 |𝑒 𝑓ℎ 𝑖 |  −  𝑏 |𝑑 𝑓𝑔 𝑖 | + 𝑐 |𝑑 𝑒𝑔 ℎ| 
Selanjutnya kita terapkan bagaimana menghitung 

determinan orde kedua, 
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|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|   =   𝑎[𝑒𝑖 − 𝑓ℎ] –  𝑏[𝑑𝑖 − 𝑓𝑔]  +  𝑐[𝑑ℎ − 𝑒𝑔]  
Karena nilai determinan orde ketiga ini merupakan 

jumlah perkalian setiap elemen diagonal utama dan 

sejajarnya dikurangi dengan jumlah perkalian elemen 

diagonal samping dan sejajarnya, maka cara ini dikenal 

dengan perkalian diagonal. 

Contoh Soal : 

1. Hitunglah determinan berikut |17    5 23 42 1 5|   =  1 |3 41 5|  −  5 |7 42 5| + 2 |7 32 1| 
=  1{(3)(5)– (4)(1)}–  5 {(7)(5)– (4)(2)} +       2{(7)(1)– (3)(2)}  = −122  

 

2. Jika 𝐴 =  [−2 3 43 4 −25 6 3 ] , hitunglah det 𝐴 

𝑑𝑒𝑡 𝐴 =  |−2 3     3 4 4 −2 5   6   3 |  =  −2 |4 −26 −3| − 3 |3 −25 −3| + 4 |3 45 6| det 𝐴 = −2{(4)(−3) − (−2)(6)} − 3{(3)(−3) − (−2)(5)}+ 4{(3)(6) − (4)(5)} 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = −11  
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2. Kofaktor (C) 

Kofaktor merupakan hasil perkalian antar (-1) pangkat 

baris + kolom dikalikan matriks minor.  

Contoh : 

Misal, minor dari 𝑎 (𝑀𝑎)  adalah : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|                         |𝑒 𝑓ℎ 𝑖 | 
Minor dari  (𝑀𝑏) : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖|                         |𝑑 𝑓𝑔 𝑖 | 
Minor dari  (𝑀𝑐) : 

|𝑎𝑑    𝑏 𝑐𝑒 𝑓𝑔 ℎ 𝑖| |𝑑 𝑒𝑔 ℎ| 
𝐶𝑎 = (−1)1+1 𝑀𝑎   𝐶𝑎 = 1 |𝑒 𝑓ℎ 𝑖 |  𝐶𝑏 = (−1)1+2 𝑀𝑏   𝐶𝑏 = −1 |𝑑 𝑓𝑔 𝑖 | 𝐶𝑐 = (−1)1+3 𝑀𝑐   𝐶𝑐 =  1 |𝑑 𝑒𝑔 ℎ|  
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G. Kaidah Cramer 

Pada pelajaran disekolah sudah sering mencari solusi 

dari 2 persamaan dan 2 bilangan tak diketahui atau dari 3 

persamaan dan 3 bilangan tak diketahui. Misal kita punya 

persamaan 𝑥1  +  2𝑥2  =  6 dan −3𝑥2  + 4𝑥2  =  4. Biasanya 

kita menggunakan Metode Eliminasi atau Metode Substitusi. 

Tapi saya akan mencoba dengan cara yang sedikit berbeda 

yaitu dengan memanfaatkan Determinan Matriks, metode 

ini dinamakann Aturan Cramer. Metode ini untuk 

menyelesaikan persamaan seperti diatas atau lebih umum 

mencari solusi dari n persamaan dan n bilangan tak diketahui. 

Rumus yang akan digunakan pada Aturan Cramer ini dijamin 

pada teorema dibawah ini. 

Teorema : 

Jika AX = B adalah sistem yang terdiri dari n persamaan linier 

dalam n bilangan tak diketahui sehingga det(A) 0, maka 

sistem tersebut mempunyai pemecahan yang uniq. Pemecahan 

ini adalah 

x1 = 
Det A1Det A , x2 = 

Det A2Det A , …, xn = 
Det AnDet A  

http://aimprof08.wordpress.com/2012/09/16/sifat-sifat-determinan-matriks/
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dimana Aj adalah matriks yang kita dapatkan dengan 

menggantikan entri-entri dalam kolom ke-j dari A dengan entri-

entri dalam matriks. 

𝐵 = [𝑏1𝑏2𝑏3]  

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut ini. Carilah solusi 

dari persamaan dibawah ini menggunakan aturan cramer. 

Contoh : 

1. Tentukan penyelesaian persamaan linier berikut : 

 2x+3y = 14 

3x-2y = -5 

Penyelesaian : 

Pertama-tama kita tulis dulu kuncinya : 

X= D1D0 , Y= 
𝐷2𝐷0 

Jika kita hitung D0, D1, D2, maka didapat :  

D0 =  |𝑎1 𝑏1𝑎2 𝑏2| =|2 33 −2|= (-4)-(9) = -13 

Tentukan D1 dan D2 dengan cara yang sama : 

D1 = |𝑐1 𝑏1𝑐2 𝑏2| = |14 3−5 −2| = (-28)-(-15) = -13 

D2 = |𝑎1 𝑐1𝑎2 𝑐2| = (-10)-(42) = -52 

Sehingga  
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X= D1D0 =  −13−13  ,  Y= 
𝐷2𝐷0 =  

−52−13 

2. Tentukan nilai x1, x2, x3 dari persamaan linier berikut ! 

 x1 + 2x3 = 6 

-3x1 + 4x2 + 6x3 = 30 

-x1 – 2x2 + 3x3 = 8 

Ubah terlebih dahulu kedalam bentuk matriks. 

A = [ 1 0 2−3 4 6−1 −2 3] 

Karena bilangan takdiketahui atau solusinya ada 3, 

berarti kita bentuk matriks A1, A2 dan A3. Dengan matriks 

A1 dibentuk dari matriks A dengan mengganti entri-entri 

kolom pertama pada matriks A dengan nilai-nilai pada 

sebelah kanan sama dengan ( = ) di persamaan diatas 

yaitu [ 6308 ]. Kemudian untuk membentuk matriks A2, kita 

mengganti entri-entri kolom kedua matriks A dengan 

[ 6308 ], begitu juga untuk membentuk matriks A3 yaitu 

mengganti entri-entri pada kolom ketiga. Sehingga 

diperoleh A1, A2 dan A3 seperti berikut ini. 
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A1 = [ 6 0 230 4 68 −2 3], A2 = [ 1 6 2−3 30 68 −2 3], A3 = . [ 1 0 6−3 4 30−1 −2 8 ] 

Untuk menghitung determinan pada matriks A, A1, A2 dan 

A3 dapat menggunakan Menghitung Determinan 

Menggunakan Kofaktor. 

det(A) =  [ 1 0 2−3 4 6−1 −2 3] 

= a11C11 + a12C12 + a13C13 

= a11(-1)1+1M11 + a12(-1)1+2M12 + a13(-1)1+3M13 

= a11M11 – a12M12 + a13M13 

= 1[ 4 6−2 3] – 0 [−3 6−1 3] + 2 [−3 4−1 2] 

= 1[4(3)-6(-2)] – 0[-3(3)-6(-1)] + 2[-3(-2)-4(-1)] 

= 24 – 0 – 20 

= 44 

det(A1)  =  [ 6 0 230 4 68 −2 3] 

= a11C11 + a12C12 + a13C13 

= a11(-1)1+1M11 + a12(-1)1+2M12 + a13(-1)1+3M13 

= a11M11 – a12M12 + a13M13 

= 6 [ 4 6−2 3]– 0 [30 68 3] + 2 [30 48 −2] 

http://aimprof08.wordpress.com/2012/09/13/menghitung-determinan-matriks-menggunakan-kofaktor/
http://aimprof08.wordpress.com/2012/09/13/menghitung-determinan-matriks-menggunakan-kofaktor/


34     Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 

 

= 6[4(3)-6(-2)] – 0[30(3)-6(8)] + 2[30(-2)-4(8)] 

= 144 – 0 – 184 

= -40 

det(A2)  =  [ 1 6 2−3 30 6−1 8 3] 

= a11C11 + a12C12 + a13C13 

= a11(-1)1+1M11 + a12(-1)1+2M12 + a13(-1)1+3M13 

= a11M11 – a12M12 + a13M13 

= 1 [30 68 3]– 6 [−3 6−1 3] + 2[−3 30−1 8 ] 

= 1[30(3)-6(8)] – 6[-3(3)-6(-1)] + 2[-3(8)-30(-1)] 

= 42 + 18 + 12 

= 72 

det(A3)  = [ 1 0 6−3 4 30−1 −2 8 ] 

= a11C11 + a12C12 + a13C13 

= a11(-1)1+1M11 + a12(-1)1+2M12 + a13(-1)1+3M13 

= a11M11 – a12M12 + a13M13 

= 1 | 4 30−2 8 | – 0  |−3 30−1 8 |+ 6 |−3 4−1 2| 
= 1[4(8)-30(-2)] – 0[-3(8)-30(-1)] + 6[-3(-2)-4(-1)] 

= 92 – 0 + 60 = 152 
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Berdasarkan Teorema diatas, maka diperoleh : 

x1 = 
𝐷𝑒𝑡 𝐴1𝐷𝑒𝑡 𝐴 = 

−4044 = 
−1011  

x2 = 
𝐷𝑒𝑡 𝐴2𝐷𝑒𝑡 𝐴 = 

7244= 
1811 

x3 = 
𝐷𝑒𝑡 𝐴3𝐷𝑒𝑡 𝐴 =

15244  = 
3811 

 

H. Matriks Singular 

Matriks kuadrat A = [aij ] dikatakan singular jika semua 

elemen pada salah satu baris atau kolom adalah nol atau jika 

semua kofaktor dari elemen suatu baris atau kolom sama 

dengan nol. Untuk melihat kesingularan suatu matriks adalah 

dengan menghitung determinan matriks tersebut. Apabila 

determinannya sama dengan nol sebut adalah matriks 

singular. Jika det(A) ≠ 0 maka disebut matriks yang 

nonsingular. Matriks nonsingular mempunyai invers, 

sedangkan matriks singular tidak mempunyai invers. 

Contoh : 

Periksa apakah matriks berikut singular !  

B = [2 1 14 2 21 0 5] 
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Penyelesaian : 

Mula-mula kita menghitung determinan dari B sebagai 

berikut : 

Det B = |2 1 14 2 21 0 5| = 1|1 12 2| – 0 |2 14 2| + 5|2 14 2| = 0 

Ternyata det B = 0, jadi B merupakan matriks singular. 

 

I.  Adjoint Matriks 

Adjoin matriks A adalah transpose dari kofaktor-

kofaktor matriks tersebut, dilambangkan dengan adj A = (k ij 

)T. Cara untuk memperoleh adjoint dari suatu matriks bujur 

sangkar adalah mengganti setiap elemennya dengan 

kofaktornya dan kemudian ditranspose. Misalnya : 

B = [𝑏11 𝑏12 𝑏13𝑏21 𝑏22 𝑏23𝑏31 𝑏32 𝑏33] 

Dari sini kita dapat membuat matriks baru C yang elemen-

elemennya merupakan kofaktor dari matriks B 

C = [𝐵11 𝐵12 𝐵13𝐵21 𝐵22 𝐵23𝐵31 𝐵32 𝐵33] 

Dengan Bij adalah kofaktor bij 
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dan kemudian untuk mencari adjoint dari B, langkah 

selanjutnya adalah mentranspose matriks C, jadi 

Adjoint matriks B = CT 

[𝐵11 𝐵12 𝐵13𝐵21 𝐵22 𝐵23𝐵31 𝐵32 𝐵33] =[𝐵11 𝐵21 𝐵31𝐵12 𝐵22 𝐵32𝐵13 𝐵23 𝐵33] 

Contoh : 

Diketahui sebuah matriks, yaitu  [3 2 41 7 57 2 3].  

Tentukan adjoint matriks tersebut ! 

k11= (-1)1+1 |7 52 3| = 11 ;    k12= (-1)1+2 |1 57 3| =32 ;  

k13= (-1)1+3 |1 77 2| = −47 ;   k21= (-1)2+1  |2 42 3| =2 ; 

k22= (-1)2+2 |3 47 3|  = −19 ;  k23 = (-1)2+3 |3 27 2| =8 ; 

k31= (-1)3+1 |2 47 5|= −18 ;   k32= (-1)3+2 |3 41 5| =−11; 

k33= (-1)3+3 |3 21 7| = 18 

C =    [𝐾11 𝐾12 𝐾13𝐾22 𝐾23 𝐾23𝐾31 𝐾32 𝐾33]   =  [ 11 32 −472 −19 8−18 −11 18 ] 

Adj Q = [ 𝟏𝟏 𝟐 𝟖𝟑𝟐 −𝟏𝟗 −𝟏𝟏−𝟒𝟕 𝟖 𝟏𝟖 ] 
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J. Invers Matriks 

Invers matriks adalah lawan atau kebalikan suatu 

matriks dalam perkalian yang dilambangkan dengan A-1.   

Definisi: 

Jika matriks A dan B sedemikian sehingga A × B = B × A = I, 

dimana I matriks identitas maka B disebut invers dari A dan A 

invers dari B. Sehingga berlaku: A × A-1 = A-1 × A= I. Dimana I 

adalah matrik identitas. 

1. Invers Matriks Ordo 2×2 

Jika 𝐴 = [𝑎 𝑏𝑐 𝑑], maka 𝐴−1 = 1det𝐴 [ 𝑑 −𝑏−𝑐 𝑎 ] =
1𝑎𝑑−𝑏𝑐 [ 𝑑 −𝑏−𝑐 𝑎 ] 

Contoh : 

Tentukan invers dari matriks 𝐷 = [ 3 −6−7 11]  

Jawab : 𝑑𝑒𝑡 𝐷 = [ 3 −6−7 11]  =  3(11) – (– 7)(– 6)  = 33 –  42 = – 9  𝐷−1 = 1det𝐷 [11 67 3] = 1−9 [11 67 3] =
[−11 9⁄ −6 9⁄−7 9⁄ −3 9⁄ ] = [−11 9⁄ −2 3⁄−7 9⁄ −1 3⁄ ]  
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2. Invers Matriks Ordo 3×3 

Langkah-langkah untuk mencari invers matriks M yang 

berordo 3x3 adalah : 

 Cari determinan dari M 

 Transpose matriks M  

 Cari adjoin matriks 

 Gunakan rumus  

 

 

Contoh  1: 

Tentukan invers dari matriks berikut ini 

 

 

 

- Menentukan determinan matriks 𝑀:  𝑑𝑒𝑡(𝑀)  =  1(0 − 24) − 2(0 − 20) + 3(0 − 5)  =  1  

- Transpose matriks M. 
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- Menentukan matriks kofaktor dengan menghitung 

minor-minor matriksnya. 

MT = [1 0 52 1 63 4 0]   

M11 = |1 64 0| = -24  M12 = |2 63 0|= -18  M13 = |2 13 4| = 5 

M21 = |0 54 0| = -20 M22 = |1 53 0| = -15  M23 = |1 03 4| = 4 

M31 = |0 51 6| = -5   M32 = |1 52 6| = -4    M33 = |1 02 1| = 1 

Sehingga diperoleh   

      

 

 

Adjoin matriks 𝑀:  

 

 

 

Invers matriks 𝑀, yaitu: 
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Contoh 2:  

Diketahui B =  [1 2 30 4 50 0 6]    , tentukan B-1! 

Det(B) = |B| =  k31 . b31 + k32 . b32 + k33 . B33 

=  (-1)3+1[2 34 5]   .0 + (-1)3+2 [1 30 5] .0 + (-1)3+3  [1 20 4].6 

= 0 + 0 + 24 = 24 

Adj B =  

 [𝑘11 𝑘12 𝑘13𝑘21 𝑘22 𝑘23𝑘31 𝑘32 𝑘33] = [   
  + |4 50 6| − |2 30 6| + |2 34 5|− |0 50 6| + |1 30 6| − |1 30 5|+ |0 40 0| − |1 20 0| + |1 20 4|]   

  
 = [24 −12 −20 6 −50 0 4 ] 

B-1 = 
124 [24 −12 −20 6 −50 0 4 ] = [   

 1 − 12 − 1120 14 − 5240 0 16 ]   
 
 

Sifat-Sifat 

1. (At)t = A 

2. (A + B)t = At + Bt 

3. (A.B)t = Bt . At 

4. (A-t)-t = A 

5. (A . B)-1 = B-1 . A-1 

6. A . B = C ® |A| . |B| = |C| 
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Contoh soal. 

1. Selesaikan persamaan linier berikut : 

2x + y – 5z = -11 

x – y – 3z = 6 

4x + 2y – 3z = -8 

2. Periksa apakah matriks berikut singular ? 

A = [2 4 14 2 17 1 3] 

3. Tentukan adjoint dari matriks berikut :  

B = [2 4 13 1 45 6 0] 

4. Tentukan nilai x dan y dengan metode invers matriks : 

2x + 3y = -1 

5x + 4y =8 

 Jawaban. 

1. Pertama-tama kita tulis dulu kuncinya, 

X= D1D0 , Y= 
𝐷2𝐷0 , Z = 

𝐷3𝐷0 

kemudian kita cari masing-masing D0, D1, D2, D3 seperti 

berikut : 

D0 = |2 1 −51 −1 14 2 −3| = 2|−1 12 −3| -1 |1 14 −3| + (-5) |1 −14 2 | 
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D0 = 2(3-2) – 1(-3-4) – 5 (2+4) = -21 

Sekarang dengan cara yang sama D0, D1, D2, D3 dapat dicari 

sebagai berikut : 

D1 = |11 1 −56 −1 1−8 2 −3| = -11 |−1 12 −3| -1 | 6 1−8 −3| + (-5) | 6 −1−8 2 | 
D1 = -11 (3-2) -1 (-18+8) -5 (12-8)= -21 

D2 = |2 −11 −51 6 14 −8 −3| = 2 | 6 1−8 −3| – (-11)|1 14 −3| + (-5) |1 64 −8| 
D2 = 2(-18+18) + 11 (-3-4) -5 (-8-24) = 63 

D3 = |2 1 −111 −1 64 2 −8 | =2  | 6 1−8 −3| - 1 |1 64 −8| + (-11) |1 −14 2 | 
D3 = 2 (8-12) – 1 (-8-24) -11 (2+4) = - 42 

Sehingga diperoleh : 

D0 = -21, D1 = -21, D2 = 63, D3 = -42 

Dengan demikian :  

X= D1D0 =  −21−21 = 1, Y= 
𝐷2𝐷0 = 

63−21 = -3,  Z = 
𝐷3𝐷0 = 

−42−21 = 2 

Jadi, x = 1, y = -3, z = 2 

2. Det A = |2 4 14 2 17 1 3| = 2 |2 11 3| – 4 |4 17 3| + 1 |4 27 1|  
        = 2 (6-1) – 4 (12-7) + 1 (4-14) 

        = 10 – 20 + ( -10 ) = - 20  
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Jadi, matriks A bukan matriks singular. 

3. B = [2 4 13 1 45 6 0] 

Dari matriks B ini, didapat kofaktornya yaitu : 

A11 = + |1 46 0| = -24,   A21 = - |4 16 0| = + 6,    A31 = |4 11 4| = +15 

A12 = - |3 45 0| = +20,   A22 = + |2 15 0| = -5,     A32 = |2 13 4| = -5 

A13 = + |3 15 6| = +13,  A23 = - |2 45 6| = +8,    A33 = |2 43 1| = -10 

Sehingga matriks kofaktor B adalah = [−24 20 136 −5 815 −5 −10] 

Dan transpose dari B adalah = [−24 6 1520 −5 −513 8 −10] 

Jadi adjoint matriks B adalah = [−24 6 1520 −5 −513 8 −10] 

4. A . x = B  x = 
𝐵𝐴        x = A-1 . B [2 35 4] . [𝑥𝑦] = [−18 ]   A-1 = 

1det𝐴 . Adjoint A   [𝑥𝑦] = [2 35 4]-1 [−18 ]  

Det A = ad – bc = 8-15 = -7 

Adjoint A = [ 4 −3−5 2 ] 
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A-1 = 
1det𝐴 . Adjoint A 

      = 
1−7 . [ 4 −3−5 2 ] 

       = [ 4−7 3757 −27 ] 

[𝑥𝑦] = [ 4−7 3757 −27 ] [−18 ] = [43] 

Jadi, x = 4 dan y = 3. 

 

3. Perkalian Matriks Bujur Sangkar dengan Inversnya 

Contoh: 

Diketahui suatu matriks A= [1 0 12 1 12 1 2]  
Sehingga inversnya adalah A-1=[ 1 1 −1−2 0 10 −1 1 ] 

Bila A dikalikan dengan A-1 

 AxA-1= [1 0 12 1 12 1 2] [ 1 1 −1−2 0 10 −1 1 ] 

         = [1 0 00 1 00 0 1] = I 
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Jadi apabila AxA-1 hasilya adalah matriks identitas, AxA-1= I 

Jika dilakukan perkalian antara A-1 dengan A 

 A-1xA= [ 1 1 −1−2 0 10 −1 1 ] [1 0 12 1 12 1 2] 

         = [1 0 00 1 00 0 1] = I 

Jadi A-1xA hasilnya adalah matriks identitas, A-1xA= I, 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa AxA-1 = A-1xA 

 

K.  Matriks Ortogonal 

Suatu matriks yang memenuhi hubungan AT= A-1, 

disebut matriks ortogonal. Jika ruas kiri dan ruas kanan 

dikalikan dengan matriks A, maka:   

AAT =  AA-1 

AA-1= I, dengan demikian AAT=I. 

Contoh:  

Tunjukkan bahwa matriks, 

 A= [1/√3 1√6 1√21/√3 −√2/3 01/√3 1/√6 −1√2] merupakan matriks ortogonal 

 



Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 47 

 

- Matriks traspose dari A adalah 

AT = [1/√3 1√3 1/√31/√6 −√2/3 1/√61/√2 0 −1√2] 

- Dan 

A x AT = 

[1/√3 1√6 1√21/√3 −√2/3 01/√3 1/√6 −1√2] [1/√3 1√3 1/√31/√6 −√2/3 1/√61/√2 0 −1√2] 

A x AT = [   
 13 + 16 + 12 13 − 26 + 0 13 + 16 − 1213 − 26 + 0 13 + 23 + 0 13 − 26 − 013 + 16 − 12 13 − 26 + 0 13 + 16 + 12]  

  
  = [1 0 00 1 00 0 1] = I 

- Karena A x AT =I, maka A merupakan matriks ortogonal  

 

L. Pemecahan Sistem Persamaan Linier Dengan 
Metode Matriks dan Invers Matriks 
Tinjau suatu sistem persamaan linier: 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ... + a1nxn  = b1 

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ...+ a2nxn = b2 

a31x1 + a32x2  +a33x3 + ... + a3nxn  = b3 

   ⋮           ⋮          ⋮                  ⋮          ⋮ 
An1x1 + an2x2 +an3x3+ ... + an1nxn = b4 
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Sistem persamaan di atas dapat dituliskan dalam 

bentuk matriks 

[𝑎11 𝑎12 𝑎13 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛⋮𝑎𝑛1 ⋮𝑎𝑛2 ⋮𝑎𝑛3 … ⋮𝑎𝑛1𝑛] [𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑛] =  [𝑏1𝑏2⋮𝑏𝑛]  
yaitu AX = b ( persamaan matriks) dengan 

A = [𝑎11 𝑎12 𝑎13 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛⋮𝑎𝑛1 ⋮𝑎𝑛2 ⋮𝑎𝑛3 … ⋮𝑎𝑛1𝑛] ;  X = [𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑛] ; dan b = [𝑏1𝑏2⋮𝑏𝑛] 

Jika kedua ruas persamaan matriks tersebut kita 

kalikan dengan invers matriks A, diperoleh : 

 A-1AX = A-1b 

Tetapi A-1AX = I, jadi IX =  A-1b.  

Dan karena IX=X, maka didapat 

 X = A-1b 

 

M. Penerapan Matriks dalam Sains, Teknologi, 
dan Engineering 
 

Salah satu penerapan matriks pada sains adalah saat 

menyelesaikan masalah rangkaian arus listrik. Pada rangkaian 

listrik, berlaku hukum Kirchoff yang terdiri dari dua bagian, 
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yaitu hukum I Kirchoff dan hukum II Kirchoff. Hukum Kirchoff 

merupakan hukum yang menjelaskan rangkaian listrik 

sederhana ketika arus listrik mengalir. Berikut penjelasan 

mengenai hukum I Kirchoff dan hukum II Kirchoff. 

Hukum I Kirchoff 

Hukum I Kirchoff dapat disebut sebagai Hukum Arus Kirchoff 

yang berlaku pada rangkaian listrik yang bercabang. Hukum I 

Kirchoff berbunyi: “Jumlah arus listrik yang masuk pada titik 

simpul (percabangan) sama dengan jumlah arus yang 

keluar”. Berikut ilustrasi bunyi hukum I Kirchoff. 

 

Berdasarkan ilustrasi tersebut, diketahui bahwa 𝐼1 sebagai 

arus masuk, 𝐼2 dan 𝐼3 sebagai arus keluar yang mana besar 

kuar arus yang masuk melalui titik cabang 𝑎 akan sama 

dengan total arus yang melalui 𝐼2 dan 𝐼3, secara matematis 

dapat ditulis dengan 𝐼1 = 𝐼2 + 𝐼3. Sehingga, secara umum 

hukum I Kirchoff dapat dinyatakan dalam persamaan berikut. 

 Σ𝐼𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘 = Σ𝐼𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟  
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Hukum II Kirchoff 

Hukum II Kirchoff dapat disebut sebagai Hukum Tegangan 

Kirchoff yang berlaku pada rangkaian listrik yang tidak 

bercabang. Hukum II Kirchoff berbunyi: “Total beda potensial 

(tegangan) pada suatu rangkaian tertutup adalah 0”. Berikut 

ilustrasi bunyi hukum II Kirchoff. 

 

Berdasarkan bunyi hukum II Kirchoff, maka total tegangan 

pada rangkaian di atas adalah 𝑉𝑎𝑏 + 𝑉𝑏𝑐 + 𝑉𝑐𝑑 + 𝑉𝑑𝑎 = 0. 

Secara matematis, hukum II Kirchoff dapat dirumuskan 

sebagai berikut. 

 

 
Σ𝜀 + Σ𝐼𝑅 = 0 

Keterangan: 𝜀 = gaya gerak listrik 𝐼 = kuat arus listrik 𝑅 = hambatan listrik 
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Dengan menggunakan  kedua hukum Kirchoff tersebut dan 

konsep matriks, maka kita dapat dengan mudah 

menyelesaikan permasalahan rangkaian listrik. 

 

Contoh: 

 

Tentukan kuat arus yang 

melewati setiap cabang 

rangkaian listrik di samping ! 𝑅1 = 1 𝛺   

 𝜀1 = 1 𝑉 𝑅2 = 2 𝛺   

 𝜀2 = 2 𝑉 𝑅3 = 3 𝛺   

 𝜀3 = 3 𝑉 

Jawab : 

Berdasarkan hukum I Kirchoff, diperoleh 𝐼1 = 𝐼2 + 𝐼3  𝐼1 − 𝐼2 − 𝐼3 = 0   (1) 

Berdasarkan hukum II Kirchoff, diperoleh 

 

𝜀3 

𝜀2 

𝜀1 

𝑅3 

𝑅2 

𝑅1 

𝐼1 

𝐼2 

𝐼3 
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LOOP 1 𝜀2 + 𝜀3 = 𝐼2𝑅2 − 𝐼3𝑅3  2 + 3 = 2𝐼2 − 3𝐼3  2 + 5 = 2𝐼2 − 3𝐼3   (2) 

LOOP 2 𝜀1 + 𝜀2 = 𝐼1𝑅1 + 𝐼2𝑅2  1 + 2 = 𝐼1 + 2𝐼2  1 + 3 = 𝐼1 + 2𝐼2   (3) 

Persamaan (1), (2), dan (3) dapat dituliskan kembali ke dalam 

bentuk matriks seperti berikut. 

[1 −1 −10 2 −31 2 0 ] [𝐼1𝐼2𝐼3] = [053]  

Menentukan nilai 𝐼1, 𝐼2, dan 𝐼3, yaitu dengan mencari 

determinan matriks 

𝐷0 = |1 −1 −10 2 −31 2 0 | = 1(6) + 1(3) − 1(−2) = 11  

𝐷1 = |0 −1 −15 2 −33 2 0 | = 0 + 1(9) − 1(4) = 5  

𝐷2 = |1 0 −10 5 −31 3 0 | = 1(9) − 0 − 1(−5) = 14  
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𝐷3 = |1 −1 00 2 51 2 3| = 1(−4) + 1(−5) + 0 = −9  

Sehingga diperoleh, 𝐼1 = 𝐷1𝐷0 = 511  𝐴  𝐼2 = 𝐷2𝐷0 = 1411  𝐴  𝐼3 = 𝐷3𝐷0 = − 911  𝐴  

 Selain penerapan dalam sains, matriks juga dapat 

diterapkan dalam teknologi dan engineering, salah satunya 

pada kriptografi. Kriptografi adalah ilmu untuk mengubah 

naskah asli suatu pesan menjadi naskah acak menggunakan 

kunci enkripsi agar sulit dibaca oleh orang lain. Aplikasi 

matriks dalam kriptografi terbagi menjadi dua tahap, yaitu 

tahap mengirim pesan dan tahap menerima pesan. Pada 

tahap mengirim pesan, pengirim harus: 

- menuliskan isi pesan dan aturan konversi,  

- menuliskan pesan dalam bentuk konversi,  

- menuliskan pesan dalam bentuk matriks,  

- menentukan matriks kunci, sehingga didapat pesan akhir 

hasil acak yang akan dikirim. 

-  
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Contoh: 

Seseorang akan mengirim pesan yang berisi “BE SELF 

FOREVER”, maka pengirim harus melalui langkah-langkah 

berikut: 

- Menentukan isi pesan: BE SELF FOREVER. 

- Menentukan aturan konversi, misal: 

 

- Menuliskan pesan berdasarkan aturan konversi, maka 

pesan menjadi: 

2 5 27 19 5 12 6 27 6 15 18 5 22 5 18 29 

- Menuliskan pesan dalam matriks, misal matriks M 

 

- Menentukan matriks kunci, missal matriks A berukuran 

2×2. 
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- Menuliskan matriks konversi, misal: P=AM, sehingga 

 

- Berdasarkan matriks tersebut, diperoleh pesan yang 

akan dikirim, yaitu 

22 55 108 53 76 39 66 141 14 35 63 29 49 22 42 85 

- Kemudian, perangkan pesan yang dikirim ke penerima 

adalah pesan akhir hasil acak, aturan konversi, dan 

matriks kunci. 

 

Selanjutnya, sebagai penerima pesan, untuk dapat 

membaca pesan, maka penerima pesan harus menulis pesan 

dalam bentuk matriks, kemudian untuk menentukan matriks 

hasil konversi awal, penerima dapat menggunakan konsep 

perkalian matriks dan invers matriks. Setelah itu, 

menggunakan aturan konversi untuk mengubah pesan ke 

pesan awal. 
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Contoh: 

Berdasarkan perangkat pesan yang diterima pada contoh 

sebelumnya, penerima pesan menuliskan pesan yang 

diterima dalam bentuk matriks, misal matriks P, yaitu  

 

Dengan menggunakan matriks kunci pada contoh 

sebelumnya, yaitu matriks A, diperoleh invers matriks A 

sebagai berikut. 

 

Sehingga, penerima pesan dapat mencari matriks M, 

diperoleh. 

 

Berdasarkan matriks M, dapat dituliskan pesan dalam bentuk 

deret bilangan, yaitu     

2 5 27 19 5 12 6 27 6 15 18 5 22 18 29 
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Berdasarkan aturan konversi, maka deret bilangan di atas 

dapat diubah ke pesan awal, yaitu “BE SELF FOREVER”. 

Aplikasi matriks lainnya pada bidang teknologi adalah 

pada pengolahan gambar. Sebuah gambar dapat 

didefinisikan sebagai fungsi dua dimensi 𝑓(𝑥, 𝑦) dimana 𝑥 dan 𝑦 adalah koordinat bidang dan 𝑓(𝑥, 𝑦) merupakan intensitas 

cahaya gambar pada sebuah titik (𝑥, 𝑦). Sementara itu, 

gambar digital (digital image) merupakan sebuah gambar 

yang telah melalui proses sampling & quantisizing. Pada 

awalnya, sebuah gambar bersifat kontinu. Dengan 

melakukan proses sampling & quantizing, gambar ini diubah 

menjadi bersifat diskrit. Proses sampling adalah proses untuk 

mengubah koordinat gambar menjadi bersifat diskrit. Hal ini 

dilakukan dengan membagi gambar menjadi petak-petak 

satuan yang disebut dengan piksel (pixel). Sementara itu, 

proses quantizing adalah proses pemberian nilai intensitas 

pada tiap-tiap piksel. Setelah melalui kedua proses ini, 

gambar digital dapat dipandang sebagai sebuah matriks 

berukuran 𝑚 𝑥 𝑛, dimana m adalah ukuran panjang gambar 

dan n adalah ukuran lebar gambar dan elemen di dalam 
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matriks merupakan intensitas warna pada setiap piksel di 

dalam gambar. 

Terdapat beberapa alternatif representasi gambar 

menggunakan matriks. 

a. Binary Image 

Gambar disimpan dalam bentuk matriks yang 

elemen-elemennya berisi 0 dan 1. Binary image hanya 

dapat menampilkan dua buah warna, yaitu hitam (0) dan 

putih (1) 

 

b. Grayscale Image 

Gambar disimpan dalam bentuk matriks yang elemen-

elemennya berada di dalam rentang 0 (hitam) sampai 

255(putih). Bilangan diantara 0 & 255 merepresentasikan 

warna abu-abu. Representasi gambar dalam bentuk 

grayscale image sering digunakan dalam pemrosesan 

citra. Gambar berikut direpresentasikan dalam bentuk 

grayscale image, (kanan) cuplikan isi matriks pada 
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gambar. Perhatikan bahwa nilai elemen-elemen matriks 

berada pada rentang 0-255 

 

c. RGB 

Gambar disimpan dalam bentuk matriks, yang elemen-

elemennya berupa tripel (x1,x2,x3) dimana x1 adalah 

intensitas warna merah, x2 adalah warna hijau dan x3 

adalah warna biru. Intensitas masing-masing warna 

berada dalam rentang 0 – 255. Perhatikan gambar di 

bawah. Pada komponen R (merah), bagian kiri gambar 

memiliki intenstitas yang tinggi (ditunjukkan dengan 

grayscale image yang berwarna putih). Ini menunjukkan 

bahwa intensitas warna merah paling tinggi berada di 

bagian kiri gambar. Untuk mengolah gambar dalam 

format RGB, gambar dipisahkan terlebih dahulu menurut 

komponen-komponennya. Selanjutnya, komponen-

komponen itu diproses dengan menganggap komponen 
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tersebut sebagai grayscale. Setelah diproses, komponen 

itu digabungkan kembali menjadi gambar RGB yang utuh 

 

d. Indexed Image 

Gambar disimpan pada dua buah matriks. Matriks 

pertama memiliki ukuran yang sama dengan jumlah pixel 

pada gambar. Setiap elemen pada matriks ini adalah 

sebuah bilangan yang merupakan kode warna. 

Sementara itu, matriks kedua (disebut juga color map) 

menyimpan nilai intensitas warna yang bersesuaian 

dengan kode warna pada matriks pertama.  

 

Matriks di atas menunjukkan konversi gambar yang 

direpresentasikan dengan RGB menjadi indexed image. 

Pada indexed image, kode warna 0 mengacu pada (0, 70, 

30) dan kode warna 1 mengacu pada (0, 100, 30). 
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Representasi gambar menggunakan indexed image dapat 

mengurangi besarnya ukuran penyimpanan data. 

Selain itu permasalahan yang rumit di dunia teknik 

sipil dapat diselesaikan dengan menggunakan matriks 

dengan lebih mudah dan efisien. Salah satunya adalah 

penyelesaian seluruh persamaan dalam penyelesaian 

mekanika teknik bangunan gedung bertingkat yang tentu 

saja persamaannya akan sangat banyak dan rumit. Tetapi 

dengan bantuan matriks maka penyelesaian dapat lebih 

disederhanakan. Selain itu, pada analisis matriks terdapat 

dua cara yang digunakan dalam teknik sipil, yaitu metode 

kekakuan dan metode fleksibilitas. 

Pada teknik sipil juga dikenal analisis derajat 

ketidaktentuan kinematis. Analisa ini dimulai dengan 

mengambil lendutan di titik-titik diskrit sebagai sasaran 

yang harus dihitung. Ini dilakukan untuk mengetahui 

dimana harus dipasang besaran lendutan yang akan dicari 

tersebut. Hal pertama yang harus diketahui adalah 

berapa derajat ketidak tentuan kinematis atau istilah 

lainnya derajat kebebasan dari struktur. Derajat 

ketidaktentuan kinematis adalah suatu besaran yang 
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menyatakan jumlah komponen bebas dari lendutan di 

titik diskrit yang mungkin terjadi yang berhubungan 

dengan diberikannya suatu pembebanan pada struktur. 

Derajat ketidaktentuan ini dapat dinyatakan dalam 

bentuk matriks untuk setiap titik diskrit yang mungkin 

terjadi. 

Sementara aplikasi matriks pada teknik mesin dapat 

digunakan pada sistem perpipaan. Misal diketahui sistem 

perpipaan seperti pada gambar di bawah. Jika diketahui 

debit aliran pada x4 = 300 liter per jam maka tentukan 

debit aliran pada x1, x2, dan x3. Penentuan solusi dari 

masalah tersebut dapat diselesaikan dengan 

menggunakan eliminasi Gauss Jordan untuk masing-

masing node A, B, C, dan D. 
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LATIHAN SOAL 

 

1. Diketahui matriks  A = 

























51510411

412651

36472

20161263

 

 a.   Tentukan ordo matriks A 

 b. Sebutkan elemen-elemen pada baris ke-2 

 c. Sebutkan elemen-elemen pada kolom ke-3 

 d. Sebutkan elemen a2.3 

 e.  Sebutkan elemen a3.5 

 

2. Tentukan nilai a dan b dari kesamaan matriks berikut : 

 a. 





















ba

a

a

ba

76

54

152
 

 b. 




















144

107

1432

57

a

ba
 

 c. 





















baa

b

b

aa

1

1210

83

22
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3. Tentukan nilai x, y, dan z dari kesamaan matriks berikut: 

 a. 


















 2

14

1

3

z

x

zy

x
 

 b. 






 









 zy

xx

zy

129 2

2
 

 c. 





















9

112

3

5

y

x

y

x
 

4. Diketahui P = 










yxyx

xyx

2

32
 dan Q = 











12

47

y
 

 Jika P = QT, maka tentukan x – y 

5. Selesaikan operasi matriks berikut : 

 a. 

















b

a

b

a

3

72
 

 b. 

















4

1

3

2

n

m
 

 c. 

















 ba

ba

ba

ba

4

2

3

2
 

 d. 



















 yx

yx

yx

yx

22

32
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6. Diketahui 

  P = 







 42

35
, Q = 











33

72
, dan R = 







 
96

28
  

 Tentukan :  

a. P + Q 

b. Q - R 

c. (P + Q) - R 

d. P + (Q - R) 

7. Tentukan matriks X nya, jika X berordo 2x2 

 a. X + 
















12

20

10

010
  

b. X - 






 









 35

74

12

53
  

c. 

















 
13

42

72

43
X  

8. Tentukan x, y, w, dan z jika diketahui : 

 


















 









3

4

26

1

33

33

wz

yx

w

x

wz

yx
 

9. Diketahui matriks-matriks sebagai berikut : 

 A = 







34

23
,  B = 








23

42
,  C = 








12

32
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 Tentukan : 

a. A.B 

b. B.A 

c. B.C 

d. (A.B).C 

e. A.(B.C) 

f. Buatlah kesimpulan untuk a dan b, serta d dan e 

 

10. Jika P = 






 
cb

ba1
,  Q = 











dc

a 01
, dan R = 








10

01
 

 Tentukan nilai d jika P + QT = R2 

11. Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan : 






































 
11

30
.

42

13
.2

611

86
.

23

24 x
 

12. Tentukan nilai x dan y dari persamaan berikut : 





























18

8
.

43

21

y

x
 

13. Tentukan matriks X nya : 

 















 








10

01

01

13
..

11

22
X  
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14. Tentukan nilai x + y, jika diketahui : 

 























 
4

3
.

23

32

y

x
 

15. Dengan menggunakan matriks selesaikan sistem 

persamaan linear berikut : 

 a. 2x – 3y = -1 

  x + 2y  = 11 

 b. 3x + y = 7 

  x – 3y  = -1 

16. Tentukan nilai I1, I2, I3, I4 pada rangkaian listrik berikut! 

 

      10 V    R1  

   R2 

  

                   R3 

                       R4 
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Vektor dan Aplikasinya  

 

A. Pengertian Skalar Dan Vektor 

Besaran-besaran Fisika  ditinjau dari pengaruh arah 

terhadap besaran tersebut dapat dikelompokkan menjadi  : 

1. Skalar : besaran yang cukup dinyatakan besarnya saja 

(tidak tergantung pada arah). Misalnya : massa, waktu, 

dan energi . 

2. Vektor : besaran yang tergantung pada arah. Misalnya : 

kecepatan, gaya, momentum. 

Besaran Vektor dapat  disajikan dengan menggunakan 

suatu bilangan real, kemudian diikuti dengan sistem suatu 

yang sesuai. Secara geometri, besaran vektor dapat disajikan 

dengan ruas garis berarah. Panjang ruas garis menyatakan 

panjang atau besar vektor, sedangkan arah anak panah 

menunjukan arah vektor.  
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B. Notasi Vektor 

1. Notasi Geometris. 

a. Penamaan sebuah vektor 

Dalam cetakan           : dengan huruf tebal :  a, B, d. 

Dalam tulisan tangan : dengan tanda  atau  

diatas huruf  𝑎,⃗⃗⃗  𝐵,⃗⃗  ⃗ 𝑑 ⃗⃗  ⃗ 

b. Penggambaran vektor    

Vektor digambar dengan anak panah seperti pada 

gambar berikut. 

    B 

   a     d 

 

Panjang anak panah menunjukkan besar vektor. 

Arah anak panah menunjukkan arah vector. 

2. Notasi Analitis 

Notasi analitis digunakan untuk menganalisa vektor 

tanpa menggunakan gambar.  Sebuah vektor a dapat 

dinyatakan dalam komponen-komponennya sebagai 

berikut :      
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ay  : besar komponen vektor a dalam arah sumbu y 

ax  : besar komponen vektor a dalam arah sumbu x 

 

3. Dalam koordinat kartesian : 

Dalam koordinat kartesian, kita mengenal vektor arah 

/vektor satuan, yaitu vektor yang besarnya 1 dan 

arahnya sesuai dengan yang didefinisikan. Misalnya 

dalam koordinat kartesian : i, j, k. yang masing masing 

menyatakan vektor dengan arah sejajar sumbu x, 

sumbu y dan sumbu z. Sehingga vektor a dapat ditulis : 𝑎  = ax  i + ay  j 

dan besar vektor a adalah : 𝑎  =  √ax2   +   ay2 

 

𝑦 𝑎𝑦 

𝑎𝑥 

𝑎 𝑥 

𝑦 𝑗 
𝑥 

𝑧 𝑘 𝑖 
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4. Kesamaan Vektor 

Dua vektor a dan b dikatakan sama (ekuivalen), jika dan 

hanya jika kedua vektor itu mempunyai panjang dan 

arah yang sama. Dua vektor yang sama, ditulis   a = b 

(perhatikan gambar a). Sebagai contoh, perhatikan 

kubus ABCD.EFGH pada gambar b. Misalnya AH  wakil 

dari vektor a dan BG  wakil dari vektor b, maka a=b (a 

sama dengan/ ekivalen b) sebab AH  dan BG  

mempunyai arah dan panjang yang sama. 

C. Vektor Satuan dan Vektor Nol 

Jika sebuah vektor A dibagi dengan besarnya, 
𝐴 [𝐴 ] = 𝐴 𝐴 

diperoleh sebuah vektor yang besarnya satu arahnya searah 

𝒂⃗⃗  𝒃⃗⃗  

A 

E 

D 

F 

G 
H 

C 

B (a) 
(b) 
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vektor A. Vektor ini disebut vektor satuan dari vektor A biasa 

dinotasikan sebagai â. Sehingga 𝑎 = 𝐴 [𝐴 ] = 𝐴 𝐴 . 

 

D. Operasi Penjumlahan dan Pengurangan 
Vektor 

 

     

 

Jika diketahui dua vektor A dan B seperti pada gambar di 

atas, bagaimana kita menjumlahkan kedua vektor (𝐴  + 𝐵⃗ ) 

tersebut?  

Tanda + dalam penjumlahan vektor mempunyai arti 

dilanjutkan. 

Jadi 𝐴  + 𝐵⃗  mempunyai arti vektor A dilanjutkan oleh vektor 

B. 

      

 

 

Dalam operasi penjumlahan berlaku : 

 

 

𝐴  𝐵⃗  

𝐴  𝐵⃗  

𝐴 + 𝐵⃗  
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1. Hukum komutatif   

 

 

 

2. Hukum Asosiatif 

                  

   

       

            

  

 

Opersai pengurangan dapat dijabarkan dari opersai 

penjumlahan dengan menyatakan negatif dari suatu vector, 

yaitu 𝐵⃗  - 𝐴  = 𝐵⃗  + (-𝐴 ) 

 

   

  

  

Vektor secara analitis dapat dinyatakan dalam bentuk : 

A = Ax i + Ay j + Az k dan 

B = Bx i + By j + Bz k 

𝐴  𝐵⃗  𝐴  𝐵⃗  
𝐴 + 𝐵⃗ =  𝐵⃗ + 𝐴  

𝐴  𝐵⃗  𝐶  

(𝐴   + 𝐵⃗ ) + 𝐶  = 𝐴   + (𝐵⃗   + 𝐶 ) 

−𝐴  
𝐵⃗  

𝐵⃗ − 𝐴  
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Maka operasi penjumlahan/pengurangan dapat 

dilakukan dengan cara menjumlah/mengurangi komponen-

komponennya yang searah. 𝐴  + 𝐵⃗  = (Ax + Bx) i + (Ay + By) j + (Az + Bz) k 𝐴  - 𝐵⃗ = (Ax - Bx) i + (Ay - By) j + (Az - Bz) k 

Contoh : 

1. Jika 𝐴 = 5i + 6j+ 4k dan 𝐵⃗ =2i + 3j, tentukan : 

a. Besar vektor A dan vektor B 

b. Penjumlahan dan pengurangan dari kedua vektor 

c. Arah cosinus dari penjumlahan kedua vektor 

Penyelesaian : 

a. 𝐴 = 5i + 6j+ 4k dan 𝐵⃗ =2i + 3j |𝐴 |=√52 + 62 + 42 = √77,    |𝐵⃗ |=√22 + 32 + 02 =√13 

b. 𝐴 +𝐵⃗ = (5+2)i + (6+3)j+ (-4+0)k= 𝐴 = 7i + 9j- 4k 𝐴 -𝐵⃗ = (5-2)i + (6-3)j+ (-4-0)k= 𝐴 = 3i + 3j- 4k 

c. Komponen penjumlahan vektor pada sumbu x=7, 

Komponen penjumlahan vektor pada sumbu y=9, 

Komponen pada sumbu z=4, dan besar vektor 

penjumlahan adalah: 
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|𝐴 + 𝐵⃗ |=√72 + 92 + 42 = √146 

Maka arah cosinus pada penjumlahan vektor A dan 

vektor B adalah 

Cos α= 7√146 , Cos β= 9√146   , Cos γ= −4√146 

2. Dua buah vektor gaya 𝐹 ⃗⃗  ⃗1=  10N,   𝐹 ⃗⃗  ⃗2= 5N terletak dalam 

bidang (x,y) dengan membentuk sudut masing-masing 

30 o, 90 o, dengan sumbu x. Tentukan besar dari 

penjumlahan kedua vektor gaya tersebut serta arahnya. 

Penyelesaian : 

Ceri komponen setiap gaya, kemudian jumlahkan setiap 

komponen yang sejenis, maka besar resultan gaya R dan 

arah resultan gaya α dapat dihitung . 𝐹 ⃗⃗  ⃗1=  10N,  𝐹 ⃗⃗  ⃗1x=𝐹 ⃗⃗  ⃗1 cos α=  10 cos 30 o = 5√3 N 𝐹 ⃗⃗  ⃗1y=𝐹 ⃗⃗  ⃗1 sin α=  10 sin 30 o = 5 N 𝐹 ⃗⃗  ⃗2=  5N,  𝐹 ⃗⃗  ⃗2x=𝐹 ⃗⃗  ⃗2 cos α=  5 cos 90 o = 0 N 𝐹 ⃗⃗  ⃗2y=𝐹 ⃗⃗  ⃗2 sin α=  5 sin 90 o = 5 N 

Dan resultan gaya, 

R x = 𝐹 ⃗⃗  ⃗2x +𝐹 ⃗⃗  ⃗2x= 5√3 N, R y = 𝐹 ⃗⃗  ⃗2y +𝐹 ⃗⃗  ⃗2y= 10 N 𝑅⃗ = Rx i+ Ry j= 5√3N+ 10N,   R= √125 + 100 = √225 = 15 

Cos α =5√315  = 
√33  , α= arc cos √33  
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E. Operasi Perkalian Vektor 

1. Perkalian vektor dengan skalar 

Contoh perkalian besaran vektor dengan skalar dalam 

fisika : F = ma, p = mv, dimana m: skalar dan a,v: vektor. 

Bila misal A dan B adalah vektor dan k adalah skalar 

maka, B = k A 

Besar vektor B adalah k kali besar vektor A sedangkan 

arah vektor B sama dengan arah vektor A bila k positip 

dan berla-wanan bila k negatip. Contoh : F = qE, q adalah 

muatan listrik dapat bermuatan positip atau negatip 

sehingga arah F tergantung tanda muatan tersebut. 

 

2. Perkalian vektor dengan vektor. 

a. Perkalian dot (titik) 

Contoh dalam Fisika perkalian dot ini adalah : W = F . 

s,  

P = F . v,   = B . A. 

Hasil dari perkalian ini berupa skalar. 

 

   

  

𝐴  𝐵⃗  

𝜃 
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Bila C adalah skalar maka  𝐶  = 𝐴  • 𝐵⃗  =  𝐴   𝐵⃗  cos  

atau dalam notasi vektor 𝐶  = 𝐴  • 𝐵⃗  = Ax Bx + Ay By + Az Bz 

Dalam perkalian dot, berlaku sifat komutatif dan 

distributif, yaitu  

 Komutatif: 𝐴  • 𝐵⃗ =  𝐵 •⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴  

 Distributif: 𝐴  • ( 𝐵⃗ + 𝐶 ⃗⃗  ⃗) =  𝐴  • 𝐵⃗  + 𝐴  • 𝐶  

 

Contoh: 

1. Tentukan sudut antara A= 2i + j – k dan B = 2i – 2j. 

Penyelesaian  : 

Karena yang akan dihitung adalah sudut diantara 

dua vektor maka kita gunakan perkalian dot pada 

kedua vektor tersebut. 𝐴  • 𝐵⃗  = ( -2i + j – 2k ) . ( 2 i – 2j) = -4 -2 +0 = -62 |𝐴 | =  √(−2)2 + 12 + (−2)2 = 3 ,    
 |𝐵⃗ | =  √(2)2 + (−2)2 + (0)2 = 2√2 |𝐴 ||𝐵⃗ | = (3)(2√2) = 6√2  

Cos α = 𝐴  .𝐵⃗ |𝐴 ||𝐵⃗ | = 66√2 atau α = 135o   
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2. Diketahui 𝐴  = 2i – j + 2k 

a. Tentukan vector satuan yang searah dengan 𝐴  

b. Cari vektor yang sejajar dengan 𝐴  yang 

besarnya 12 

Penyelesaian : 

a. Vektor satuan sejajar A = 2i – j + 2k 𝑎 = 𝐴 |𝐴 | = 2𝑖−𝑗+2𝑘|2𝑖−𝑗+2𝑘| = 2𝑖−𝑗+2𝑘√22+(−1)2+22 = 2𝑖−𝑗+2𝑘3    
Misalkan vektor yang sejajar dengan 𝐴  = 2i – j + 

2k dan mempunyai besar 12 adalah vektor B 𝐵⃗  = Bxi – Byj + Bzk 

Untuk dapat mencari setiap komponen vector 

B, gunakan persamaan  𝐴𝑥𝐵𝑥 = 𝐴𝑦𝐵𝑦 = 
𝐴𝑧𝐵𝑧 2𝐵𝑥 = −1𝐵𝑦 = 
2𝐵𝑧 

Dari persamaan ini diperoleh hubungan  

2By = -Bx atau By= 
12 Bx 

2By = 2Bx atau By= Bx 

Sekarang sisipkan komponen-komponen 

kedalam persamaan  
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|𝐵⃗ | = √𝐵𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐵𝑧2 

Bx
2 + By

2 + Bz
2 = 144 

Bx
2 + 

12By
2 + Bz

2 = 144 

Diperoleh, 

Bx = 8,  By = -4  Bz= 8 

Kerena ketiga komponen sudah didapat maka 

vector B yang sejajar vector A yang mempunyai 

besar 12 adalah : 𝐵⃗ = Bx
2i + By

2 j+ Bz
2 k = 8 i– 4j + 8k 

 

b. Perkalian cross (silang) 

Bila C merupakan besar vektor C, maka  𝐶  = 𝐴  x 𝐵⃗   = 𝐴   𝐵⃗  sin  

atau dalam notasi vektor diperoleh : 𝐴  x 𝐵⃗  = (Ay Bz - Az By) i + (Az Bx – Ax Bz) j + (Ax By – Ay Bx) k 

Karena hasil yang diperoleh berupa vektor maka 

arah dari vektor tersebut dapat dicari dengan arah 

maju sekrup yang diputar dari vektor pertama ke 

vektor kedua. 
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Berikut ini sifat-sifat perkalian silang pada vektor 

satuan yang sejenis: 

 𝑖 × 𝑖 = 1 × 1 × sin 0° = 0 

 𝑗 × 𝑗 = 1 × 1 × sin 0° = 0 

 𝑘 × 𝑘 = 1 × 1 × sin 0° = 0 

Berikut ini sifat-sifat perkalian silang pada vektor 

satuan yang tidak sejenis: 

 𝑖 × 𝑗 = 𝑘 

 𝑗 × 𝑘 = 𝑖 
 𝑘 × 𝑖 = 𝑗 

 𝑖 × 𝑘 = −𝑗 

 𝑘 × 𝑗 = −𝑖 
 𝑗 × 𝑖 = −𝑘 

 

𝑘 𝑗 𝑖 
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Contoh: 

Tentukan vektor yang tegak lurus terhadap vektor i- 3j+ 2k 

dan 5i – j – 4k 

Penyelesaian : 

( i- 3j + 2k ) x ( 5i – j – 4k) = | 𝑖 𝑗 𝑘 1 −3 25 −1 4| 
           = (( 12 + 2 )i + (10 + 4) j + ((-1) + 15 ) k 

     = 14 i + 14 j + 14 k 

3. Perkalian Tiga Vektor 

a. Perkalian tiga vektor yang menghasilkan skalar 

Perkalian tiga vektor 𝐴 ∙ (𝐵⃗ × 𝐶 ) yang menghasilkan 

skalar dapat ditulis sebagai: 𝐴 ∙ (𝐵⃗ × 𝐶 ) = 𝐵⃗ ∙ (𝐶 × 𝐴 ) = 𝐶 ∙ (𝐴 × 𝐵⃗ )   

𝐴 ∙ (𝐵⃗ × 𝐶 ) = [𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑥𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑥𝐶𝑥 𝐶𝑦 𝐶𝑥]  

Contoh: 

Buktikan bahwa volume sebuah paralel epipidum 

yang sisinya vektor A, B, C adalah 𝐴 ∙ (𝐵⃗ × 𝐶 ). 

Bukti: 
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Sekarang, marilah kita memperhatikan gambar 

dibawah ini: 

Luas alas dengan sisi-sisi vektor  𝐵⃗ , 𝐶   adalah 𝐵 ⃗⃗  ⃗ ×  𝐶⃗⃗  ⃗  

=  |B⃗⃗ ||C⃗ | sin µ dan vektor ini tegak lurus terhadap 

bidang alas. 

 

               B⃗⃗ × Cß⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                  𝐴                  t 

 

 

Tinggi paralel epipidum ditarik dari terminal vektor 𝐴  

, besarnya 𝑡 = |𝐴 | cos ß adalah sudut diantara  

vektor 𝐴   dan tinggi t. Karena tinggi t sejajar dengan 

vektor tegak lurus bidang alas atau t // (B⃗⃗  ×  C⃗ ) maka 

sudut ß sama dengan sudut antara vektor dengan (B⃗⃗  ×  C⃗ ). Dengan demikian volume paralel epipidum 

dapat ditentukan sebagai berikut : 

Volume = ( Luas alas ) ( tinggi ) 

V = [|B⃗⃗ ||C⃗ | sin][|A⃗⃗ | cos ß]  
= (B⃗⃗  ×  C⃗ ) ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙ (B⃗⃗  ×  C⃗ ) 
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b. Perkalian tiga vektor yang menghasilkan vektor  

Perkalian tiga vektor A , B , C yang menghasilkan 

vektor dapat dinyatakan sebagai : 𝐴 × (𝐵⃗ × 𝐶 ) = (𝐴 ∙ 𝐶 ) ∙ 𝐵⃗ − (𝐴 ∙ 𝐵⃗ ) ∙ 𝐶  

Pada 𝐴 × (B ×  C) diperoleh hasil cross vektor  A  

dengan vektor yang dihasilkan (B ×  C) . Untuk 

perkalian A × (B ×  C) diperoleh vektor dari hasil 

perkalian (A × B) dengan vektor C. Jadi tanda 

kurung pada perkalian tiga vektor perlu dituliskan 

karena arah vektor yang dihasilkan dari perkalian 

tiga vektor ditentukan oleh vektor yang mana 

terlebih dahulu dicrosskan.  

Contoh: 

Tentukan momentum sudut, L dari massa m yang 

diputar dengan sudut. 

Perhatikan gambar berikut: 
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Kita ketahui momentun sudut, L dirumuskan 

sebagai : 

L = r x m v = m r x v 

Disubstitusikan  

V = 𝜔 x r 

Ke dalam persamaan, diperoleh momentum sudut 

dalam bentuk perkalian tiga vektor yang 

menghasilkan vektor,  

L = r x m v = m r x (𝜔 x r) 

 

F. Diferensiasi Vektor 

Pada vektor berlaku semua aturan dalam kalkulus. 

Fungsi vektor adalah vektor yang bergantung dari variabel 

skalar. Diferensiasi biasa untuk fungsi bergantung dari satu 

variabel dan diferensiasi parsial diperoleh dari diferensiasi 

terhadap fungsi vector yang bergantung dari lebih satu 

variabel bebas. 

1. Diferensiasi Biasa dari Vektor 

Jika diketahui fungsi scalar 𝜑(t) dan fungsi vector A(t) =  
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Ax (t)i + Ay (t) j + Az(t) k dan B(t) = Bx (t)i + By (t) j + Bz 

(t)k maka kita dapat menyatakan 

a. Diferensiasi dari vector A,  d 𝐴 dt  = 
dAx (t)dt  i+ 

dAy (t)dt  j + dAz (t)  2𝑎  k 

b. Diferensiasi dari perkalian fungsi scalar 𝜑(t) dengan 

fungsi vector A(t) adalah ddt[𝜑(t)][A(t) = 
dφdt  A + 𝜑 dAdt  

c. Diferensiasi dari vector A(t) )dot vector B(t) adalah, ddt[A(t)•B(t) =  d 𝐴 dt •B+A• d 𝐵 ⃗⃗  ⃗dt  

d. Diferensiasi dari vector A(t) cross vector B(t) adalah, ddt[A(t) × B(t) = 
 d 𝐴 dt  × B+A × 

 d 𝐵 ⃗⃗  ⃗dt  

 

2. Diferensiasi Parsial dari Vektor-Vektor 

Jika A adalah suatu vector yang bergantung pada lebih 

dari satu variabel skalar, katakan x , y , z misalnya maka 

diferensiasi parsial dari A (x,y,z) terhadap masing-

masing variabel dituliskan sebagai : 
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∂A⃗⃗ ∂x ; jika y, z dianggap konstan ∂A⃗⃗ ∂y ; jika x, z dianggap konstan 

∂A⃗⃗ ∂z ; jika x, y dianggap konstan 

 
G. Penerapan Vektor dalam Sains, Teknologi, dan 

Engineering 
 

Dalam dunia teknologi, kita mengenal yang namanya 

GPS (Global Positioning System). GPS adalah system yang 

dibuat untuk menentukan letak suatu benda di permukaan 

bumi dengan bantuan penyelarasan sinyal satelit. Tanpa kita 

sadari, prinsip kerja GPS secara tak langsung juga 

menerapkan vector. Cara GPS dalam menentukan posisi 

suatu benda bergantung pada perhitungan data-data yang 

diterima dari satelit-satelit. Receiver system pada GPS 

kemudian menghitung jarak dari setiap satelit dan 

menentukan posisinya. Metode ini kemudian dapat disebut 

sebagai metode trilateration. Berikut ilustrasi metode 

trilateration. 
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Ilustrasi tersebut dapat kita ubah ke bentuk R2, yaitu 

 

Sedangkan dalam bentuk vector, kita peroleh. 
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Berdasarkan ilustrasi tersebut, dapat kita tentukan 

posisi suatu benda dengan menghitung jarak setiap satelit ke 

receiver. 

Selain dalam teknologi dan engineering, dalam 

pembelajaran sains kita mengenal vektor sebagai salah satu 

jenis besaran. Besaran merupakan segala sesuatu yang dapat 

diukur dan dinyatakan dengan angka. Berdasarkan nilai dan 

arahnya, terdapat dua jenis besaran, yaitu besaran skalar dan 

besaran vektor. Besaran skalar merupakan besaran yang 

hanya memiliki nilai. Sedangkan besaran vektor merupakan 

besaran yang memiliki nilai dan arah. Contoh besaran vektor 

yaitu gaya, berat, kuat arus, kecepatan, percepatan, 

perpindahan, posisi, dan lain-lain. Berikut ini contoh 

penerapan vektor dalam fisika. 

1. Gaya tegang tali yang menopang benda tergantung 

pada tali tersebut, membentuk dua vektor gaya yang 
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saling seimbang (diam), dimana 𝑇 = 𝑤 . Hal ini 

diilustrasikan pada gambar berikut. 

 

2. Benda yang digantung dengan tiga tali berikut, 

mengakibatkan keseimbangan gaya. Gaya ke bawah 

(berat benda) sama dengan jumlah gaya ke atas, secara 

matematis dapat dirumuskan sebagai 𝑇1 𝑠𝑖𝑛 𝛽 + 𝑇2 𝑠𝑖𝑛 𝛼. Sedangkan gaya ke kiri sama dengan gaya ke 

kanan, yaitu 𝑇1 𝑐𝑜𝑠 𝛽 =  𝑇2 𝑐𝑜𝑠 𝛼, seperti pada gambar 

berikut. 

 

3. Benda yang menuruni sebuah bidang miring. Suatu 

benda yang diletakkan di suatu bidang miring dapat 

http://2.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJrZ-aakoI/AAAAAAAAAC4/wdaeRoE-XOE/s1600/gantung.bmp
http://2.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJxf8W6rJI/AAAAAAAAADg/a0mmevmug0Q/s1600/gantung2.bmp
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turun karena terdapat komponen gaya berat searah 

dengan bidang miring. Sedangkan besarnya gaya 

normal sama dengan komponen gaya berat tegak lurus 

bidang miring. Untuk dapat menyelesaikan 

permasalahan ini, diperlukan penguraian vektor pada 

benda terhadap bidang miringnya seperti pada gambar 

berikut.  

 

4. Arah gerak perahu merupakan resultan dari dua vektor 

kecepatan yaitu kecepatan perahu dan kecepatan air. 

Penguraian vektor pada arah gerak perahu dapat 

diilustrasikan pada gambar berikut. 

 

Perpindahan suatu benda dapat terjadi karena adanya 

usaha dan gaya. Dalam hal menghitung usaha, maka 

gaya yang membentuk sudut tertentu terhadap bidang 

http://3.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJvD8SvJQI/AAAAAAAAADI/z0ikMfZIu3k/s1600/miring.bmp
http://3.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJvvcQ9SxI/AAAAAAAAADQ/IOZTUQSJFp0/s1600/perahu.bmp
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datar harus dibuat searah (di uraikan ke sumbu 

mendatar) sebelum dikalikan dengan vektor 

perpindahannya. Penguraian vektor gaya dalam 

perpindahan benda dapat dilihat pada gambar berikut. 

 

5. Memprediksi arah gerak suatu benda yang dipengaruhi 

dua gaya tidak segaris, pertama anda harus 

menguraikan gaya yang tidak segaris dengan 

perpindahan, kedua membandingkan besar gaya ke 

kanan (hasil penguraian) dan ke kiri. Anda akan peroleh 

resultan gaya, dari resultan tersebut diketahui arah 

perpindahannya. 

 

 

Contoh: 

Sebuah balok bermassa 1.5 kg didorong ke atas oleh gaya 

konstan 𝐹 = 15 𝑁 pada bidang miring seperti pada gambar. 

http://4.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJyR6CAliI/AAAAAAAAADo/cF5_sOmmRyU/s1600/fma.bmp
http://4.bp.blogspot.com/_-UuHaCZ9Y4Y/TLJ1D9sUXnI/AAAAAAAAADw/zRSV3pj5G5k/s1600/prediksi+gerak+benda.bmp
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Anggap percepatan gravitasi (𝑔) 10 𝑚𝑠−2 dan gesekan antara 

balok dan bidang miring nol. Tentukan usaha total yang 

dilakukan pada balok. 

 

 

 

 

 

 

Jawab: 

Untuk menentukan besar usaha yang perlu dilakukan pada 

balok, terlebih dahulu kita uraikan vektor yang terjadi pada 

balok saat terletak di bidang miring. 

 

𝐹 

𝑠= 2 𝑐𝑚 

30° 

𝐹 

𝑠= 2 𝑐𝑚 

30° 𝑊 

𝑊 ∙ sin 30° 𝑊 ∙ cos 30° 
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Berdasarkan uraian vektor tersebut dan karena gesekan pada 

bidang adalah nol, maka resultan gaya pada sumbu bidang 

miring adalah: Σ𝐹𝑥 = 𝐹 − 𝑊 ∙ sin 30°  Σ𝐹𝑥 = 𝐹 − 𝑚 ∙ 𝑔 ∙ sin 30°  Σ𝐹𝑥 = 15 − 1.5 ∙ 10 ∙ 12  Σ𝐹𝑥 = 15 − 7.5  Σ𝐹𝑥 = 7.5 𝑁   

Jadi, total usaha yang dilakukan pada balok adalah 𝑊 = Σ𝐹𝑥 ∙ 𝑠  𝑊 = 7.5 ∙ 2 = 15 𝐽  

Konsep vektor juga dapat digunakan untuk 

mengelompokkan tanaman berdasarkan tulang daunnya. 

Penerapan ini memanfaatkan pengolahan citra digital. 

Dengan mengukur besarnya sudut antaran cabang tulang 

daun level 0 dengan tulang daun utama. Seperti diketahui 

bahwa pengelompokan berdasarkan jenis tulang daun 

merupakan jenis klasifikasi buatan, yaitu pengelompokan 

makhluk hidup yang didasarkan atas adanya beberapa 

persamaan ciri morfologi, alat reproduksi, lingkungan tempat 

tumbuh, dan daerah penyebarannya tanpa memperhatikan 
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kesamaan struktur yang mungkin memperlihatkan hubungan 

kekerabatan. Berikut ini bentuk-bentuk tulang daun: 

1. Bertulang menyirip 

Daun ini mempunyai satu ibu tulang yang berjalan dari 

pangkal ke ujung, dan merupakan terusan tangkai daun. 

Dari ibu tulang ini kesamping keluar tulang-tulang cabang, 

sehingga susunannya mirip sirip-sirip pada ikan. 

Contohnya adalah daun mangga, daun jambu, daun 

nangka, dan daun rambutan. 

2. Bertulang menjari 

Tipe tulang daun yang memperlihatkan susunan seperti 

jari-jari pada tangan (dari ujung tangkai daun keluar 

beberapa tulang yang memencar). Daun dengan susunan 

tulang menjari umumnya hanya terdapat pada tumbuhan 

berbiji belah. Contohnya adalah daun pepaya, daun 

singkong, kapas dan daun jarak. 

3. Bertulang melengkung 

Tipe daun ini mempunyai beberapa tulang yang besar, 

satu ditengah, yaitu yang paling besar, sedangkan lainnya 

mengikuti jalannya tepi daun (memencar kemudian 

kembali menuju ke satu arah ke ujung daun). Tipe susunan 
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tulang daun ini umumnya dijumpai pada tumbuhan berbiji 

tunggal (monocotyledoneae). 

4. Bertulang sejajar 

Biasanya terdapat pada daun-daun bangun garis atau 

bangun pita, yang mempunyai satu tulang di tengah yang 

besar membujur daun, sedang tulang-tulang lainnya jelas 

lebih kecil dan nampaknya semua mempunyai arah yang 

sejajar dengan ibu tulang. Tipe susunan tulang daun yang 

demikian lazimnya terdapat pada tumbuhan berbiji 

tunggal (Monocotyledoneae). Contohnya adalah tebu, 

padi, dan semua jenis rumput. 

Jika diperhatikan dari 4 pengelompokan tanaman 

berdasarkan bentuk tulang daun, setiap kelompok memiliki 

sudut yang unik antara tulang daun utama dan cabangnya. 

Perhatikan gambar berikut: 
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Dengan mengukur besar sudut antara tulang daun utama 

dengan cabangnya menggunakan aljabar vektor kita dapat 

mengetahui perbedaan antara tanaman dalam kelompok 

tulang daun sejajar, tulang daun menyirip, tulang daun 

melengkung ataupun tulang daun menjari. Didapat hasil jika 

sudut tersebut memiliki besar sudut hampir semua sama dari 

pangkal daun sampai ujung maka daun tersebut akan 

dikelompokan ke dalam daun sejajar atau daun menyirip. Jika 

memiliki sudut sekitar 30 sampai 40 derajat maka dapat 

disimpulkan daun tersebut adalah daun menyirip, jika rata-

rata dibawah 30 derajat maka dapat disimpulkan bahwa daun 

tersebut adalah daun sejajar. Sedangkan dengan daun 

melengkung dan menjari relative lebih mudah, kedua tipe 

daun ini memiliki sudut yang besar pada tulang daunnya dan 

jika sudutnya melebihi 90 derajat maka diyakini bahwa daun 

tersebut adalah tipe daun menjari. Sedangkan dengan rata-

rata 40 sampai 60 derajat maka daun tersebut akan 

dikelompokkan pada daun melengkung. 
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SOAL PENERAPAN VEKTOR DALAM PEMBELAJARAN SAINS 

 

1. Sebuah elektron bergerak dengan kecepatan 106 m/s, 

dengan arah mengapit sudut 450 dengan sumbu X dan 450  

dengan sumbu Y  dalam medan magnet dengan induksi 

magnet 0,2 w/m2 dengan arah mengapit sudut 600 dengan 

sumbu X, 60 dengan sumbu Y dan 450 dengan sumbu Z. 

Tentukan besar gaya pada elektron ! 

2. Sebuah partikel bergerak lengkung mempunyai 

persamaan parameter X= e- t , Y= 2 cos 3t ,  Z=2 sin 3t 

dengan t waktu. Tentukan kecepatan dan vektor 

percepatan setiap waktu. Hitung besar V dan a pada saat t 

= 0 

3. Diberikan gaya F = 3i + 2j + 4k bekerja pada titik ( 1,-1,2), 

tentukan momen gaya tersebut terhadap titik ( 2,-1,3) 

4. Hitunglah usaha untuk menggerakan sebuah benda 

dengan vektor r = 3i + 2j – 5k, jika dipengaruhi oleh gaya F 

= 2i-j-k 
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Fungsi dan Aplikasinya 

 

A. Pengertian Fungsi 

Antara anggota-anggota dari suatu himpunan dapat 

terjadi suatu relasi dengan anggota-anggota dari himpunan 

yang lain. Misalnya antara anggota-anggota himpunan semua 

pria dengan anggota-anggota semua wanita dapat diadakan 

relasi “ suami “.  

Secara matematis suatu relasi R antara anggota-

anggota himpunan A dengan anggota-anggota himpunan B 

dapat dipandang sebagai himpunan bagian dari produk 

Cartesius kedua himpunan itu.  

 

R  A x B. 

 


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Misalnya : A = { 1, 3, 5 } dan B = { 2, 0, 4 }, maka relasi 

”lebih kecil” antara anggota-anggota himpunan A dengan 

anggota-anggota himpunan B dapat disajikan dengan: R = { 

(1, 2), (1, 4), (3, 4) }  A x B. 

Fungsi atau pemetaan adalah suatu relasi khusus antara 

anggota-anggota dua buah himpunan. Sehingga fungsi dapat 

didefinisikan sebagai berikut. 

 

Suatu relasi antara anggota-anggota himpunan A 

dengan anggota-anggota himpunan B disebut Fungsi 

(pemetaan) bhb relasi itu mengkaitkan setiap anggota 

A dengan tepat satu anggota B. 

 

Suatu fungsi biasanya disajikan dengan lambang f. Jika 

fungsi f mengkaitkan anggota-anggota himpunan A, maka 

dikatakan bahwa f adalah fungsi dari A ke B dan disajikan 

dengan lambang: 

 

f : A  B 

 




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A disebut daerah asal (daerah sumber, domain ) dari fungsi f, 

sedangkan B disebut daerah kawan. (daerah jajahan , 

kodomain) dari fungsi f. Jika xA oleh fungsi f dikaitkan 

(dikawankan) dengan suatu anggota dari B, maka anggota 

dari B itu disebut ”bayangan dari x” dan disajikan dengan 

lambang ”f(x)”. f(x) seringkali juga disebut ”nilai fungsi” 

untuk x.  

Secara simbolis matematis, definisi fungsi f dapat disajikan 

sbb. 

 

f : A  B bhb. ( xA).( ! yB) . y = f (x) 

 

Perhatikan bahwa suatu fungsi f dari A ke B adalah 

suatu relasi yang mempunyai dua sifat khusus, yaitu: 

a. Setiap anggota himpunan A (daerah asal) dikawankan 

dengan anggota himpunan B (Seringkali dikatakan 

bahwa  ”daerah asal dihabiskan” 

b. Kawan dari anggota-anggota himpunan A (daerah 

asal) adalah tunggal. Sifat ini dapat dinyatakan secara 

simbolis: 

( x , xA). x  = x   f (x ) = f (x ) 

  


1 1 2  1 2
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Pada umumnya, untuk suatu fungsi f : A  B, anggota-

anggota dari himpunan B (daerah kawan ) tidak perlu mempunyai 

kawan anggota himpunan A (daerah kawan tidak perlu di habiska), 

dan jika anggota himpunan B mempunyai kawan anggota 

himpunan A, kawannya diA itu tidak harus tunggal. 

Suatu fungsi f dari A ke B dapat diilustrasikan dengan 

diagram panah sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Himpunan semua anggota himpunan B yang 

merupakan bayangan dari suatu anggota himpunan A 

disebut daerah hasil (range) dari fungsi f dan disajikan 

dengan R . Jadi: 

R = { yB (  xA). y = f (x) } 



f

f 

A B 

f 

x y 
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Misalnya untuk fungsi f : A  B yang disajikan dengan 

diagram panah sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

f (1) = f (2) = 7 ; f (3) = 9 ; F (4) = f (5) = 10 

R  = { 7, 9, 10 } 

Seperti telah diuraikan di atas, jika suatu anggota dari 

daerah kawan mempunyai kawan anggota dari daerah asal, 

maka kawannya itu tidak harus tunggal. Himpunan semua 

anggota dari daerah asal yang merupakan kawan dari suatu 

anggota daerah kawan disebut bayangan invers dari y dan 

disajikan dengan lambang f (y). Jadi:  

 

f (y) = {xA y = f  (x) } 

 



f

1

1

A B 

1  

2  

3  

4  

5  

 7 

 8 

 9 

 10 

 6 

 11 
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Pada contoh fungsi : f : A  B di atas: 

f ( 7 ) = { 1, 2 };  

f ( 9 ) ={ 3 } ; 

f ( 10 ) ={ 4, 5 };  

f ( 6 ) = f ( 8 ) =  f ( 11 ) = . 

Jika  f : A  B adalah suatu fungsi dari A ke B, maka 

yang dimaksud dengan invers dari fungsi f, disajikan dengan f

, adalah relasi yang mengkaitkan anggota-anggota 

himpunan B dengan anggota-anggota himpunan A. Jelaslah 

bahwa pada umumnya invers dari suatu fungsi tidak  

merupakan fungsi (dari B ke A) melainkan  hanyalah 

merupakan suatu relasi biasa. 

 

B.  Cara menyajikan fungsi 

Ada dua macam cara untuk  menyajikan suatu fungsi , 

yaitu : 

a. Cara aturan:  fungsi itu  disajikan  dengan cara 

menyatakan  aturan yang menentukan relasi antara 

angggota – anggota daerah asal dengan anggota – 

anggota daerah kawannya. 



1

1

1

1 1 1 



1
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Contoh : 

f: R  R dimana f (x) = x  

R = himpunan semua bilangan nyata. 

b. Cara himpunan : Seperti halnya  relasi, maka  fungsi f 

dari A ke B dapat dipandang     sebagai   himpunan  

bagian ( khusus ) dari A x B. 

 Maka fungsi  f : R  R dimana f ( x ) = x  dapat juga 

disajikan   sebagai  suatu himpunan, yaitu himpunan 

bagian dari R x R : 

   f = { (x,y) x R, y  R  y =  x  } 

Fungsi f : A  B yang digambarkan dengan diagram 

panah pada contoh diatas dapat juga  disajikan sebagai:  

f = { (1,7),(2,7),(3,9),(4,10),(5,10)} 

Perhatikan bahwa dalam penyajian fungsi dengan cara 

himpunan, setiap   anggota dari daerah asalnya muncul 

tepat satu kali  sebagai komponen yang pertama dari 

anggota – anggota himpunan itu.  

 

C. Kesamaan dua buah fungsi. 

Dua buah fungsi f : A  B dan g : A  B dikatakan sama 

jika kedua fungsi itu mengkaitkan anggota-anggota dari 

 2

 2

2



 
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daerah asalnya dengan anggota- anggota yang sama di 

daerah kawannya. 

  

f = g    bhb  ( xA).    f(x) = g (x) 

 

Contoh : 

f : R R   dengan f (x) = 2(x+1) (x-2), dan g : R R  dengan 

g(x) =  2 x -2x-4 

Karena f (x) = 2(x+1) (x-2) = 2( x -x-2) = 2 x -2x-4 = g (x), maka 

f = g   

 

D. Fungsi – fungsi Khusus 

Beberapa fungsi khusus yang diberi sebutan karena 

sifat-sifat/ karakteristiknya adalah sebagai berikut.  

1 Suatu fungsi f : A  B disebut fungsi surjektif  dari A 

kepada (onto) B jika setiap anggota B merupakan 

bayangan dari suatu anggota A. Jadi pada fungsi yang 

surjektif, daerah hasilnya berimpit dengan daerah kawan 

(atau daerah kawannya dihabiskan ). 

 



 

2

2 2


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f : A  B adalah fungsi surjektif bhb.  

( yB) ( xA). y = f (x) bhb R = B    bhb   ( yB) f   

(y)   

Contoh : 

A = {x x = bilangan bulat } 

B = {x x = bilangan cacah} 

f : A  B dimana f(x) =  

2 Suatu fungsi  f : A  B disebut fungsi injektif  bila anggota 

– anggota dari B yang merupakan bayangan dari A, 

merupakan bayangan dari tepat satu anggota A. Dengan 

perkataan lain  f : A  B  adalah fungsi injektif bhb.( x , 

x A ). x   x   f(x )  f (x ) bhb. ( x  , x A ). 

f(x ) = f (x )    x  = x  

Contoh: 

A = {x x = bilangan asli} 

B = {x x = bilangan nyata} 

Fungsi  f  ini  adalah  fungsi  yang  injektif, karena jika f (x ) 

= f (x ), maka    x1 -1 =  x2 -1 sehingga x  = x .  



  f
 1

 

 x



 
1

2 1


2  1


2


1 2

1 2  1 2

1

2 1 2
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Fungsi f ini tidak surjektif karena ada anggota B yang tidak 

merupakan bayangan dari suatu anggota A, misalnya ½ 

B. 

3 Suatu fungsi f : A  B yang sekaligus surjektif dan injektif 

disebut daerah kawannya merupakan bayangan dari tepat 

suatu anggota dari daerah asalnya. Dengan demikian jika f 

adalah fungsi bijektif maka setiap anggota dari daerah asal 

mempunyai satu kawan di daerah kawan dan sebaliknya 

setiap anggota dari daerah kawan mempunyai satu kawan 

di daerah asal. Karena itu fungsi bijektif seringkali disebut 

juga korespondensi satu-satu.  

Contoh : 

A = {x x = bilangan positif} 

B = {x x = bilangan nyata} 

f : A  B di mana f (x) = log x 

Fungsi  f  surjektif  karena  setiap  yB  merupakan  

bayangan  suatu xA,  yaitu x = 10y. 

Fungsi  f  ini injektif karena jika f (x ) = f (x ), maka log x  

= log x , sehingga  

 





1 2 1

2
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    10  = 10  

              x  = x .  

Dengan demikian f adalah fungsi bijektif. Mudah 

dibuktikan bahwa f adalah fungsi bijektif bhb. f  

merupakan fungsi. 

Invers dari suatu fungsi bijektif disebut fungsi invers. 

Jadi jika f : A  B adalah fungsi bijektif, maka fungsi 

inversnya adalah f : B A. 

Pada contoh diatas  fungsi  invers  dari  fungsi  bijektif f : A 

B di mana  f (x) = log x ialah f : B  A dimana f  ( y 

)= 10 . 

4 Suatu fungsi f : A  B disebut fungsi konstan jika 

bayangan semua anggota A adalah satu anggota yang 

sama dari B. 

f : A  B adalah fungsi konstan bhb  ( !cB) ( xA) . f 

( x ) = c 

5 Suatu fungsi f : A  B disebut fungsi indentitas jika 

bayangan dari setiap anggota dari A ialah dirinya sendiri. ( 

Daerah asal dan saerah kawan dari suatu fungsi identits 

adalah himpunan yang sama ). 

 

1log x 2log x

1 2

1



1 

 1  1

y



  


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f : A  A adalah fungsi indentitas bhb.( xA). f ( x ) = x 

Jelaslah bahwa suatu fungsi identitas adalah fungsi yang 

bijektif.  

 

E. Penerapan Fungsi dalam Sains, Teknologi, dan 

Engineering 

Fungsi merupakan salah satu topik dalam matematika 

yang juga secara tak langsung diterapkan untuk 

pembelajaran fisika. Salah satu penerapan fungsi dalam fisika 

yaitu pada topic gerak benda. Dalam gerak benda, kecepatan 

gerak suatu benda bergantung pada waktu dan jarak 

perpindahan benda tersebut. Selain itu, dalam kecepatan 

konstan, perpindahan suatu benda ditentukan berdasarkan 

waktu tertentu. Begitupun dalam menggambarkan grafik 

perpindahan suatu benda terhadap suatu waktu tertentu 

yang menerapkan langkah-langkah menggambar grafik 

fungsi. Selain itu, pada topic gerak jatuh bebas, kita tahu 

bahwa kecepatan jatuh benda dipengaruhi oleh waktu benda 

jatuh. Sedangkan waktu jatuh benda, dipengaruhi oleh jarak 

atau ketinggian awal benda terajtuh. Dalam hal ini, untuk 

 
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menentukan kecepatan jatuh benda, terlebih dahulu kita 

harus menghitung waktu jatuh benda. Namun, dengan 

menggunakan konsep fungsi komposisi, kita dapat 

menurunkan rumus kecepatan gerak jatuh bebas suatu 

benda yang diketahui ketinggiannya.  

Sebelumnya, dalam gerak jatuh bebas, diketahui rumus-

rumus berikut:  𝑣 = 𝑔 ⋅ 𝑡    dan   𝑡 = √2𝑥𝑔   
Keterangan: 

 𝑣 = 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑘 𝑏𝑒𝑛𝑑𝑎 (𝑚 𝑠⁄ ) 𝑔 = 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑠𝑖 𝑏𝑢𝑚𝑖 (𝑚 𝑠2)⁄   𝑡 = 𝑤𝑎𝑘𝑡𝑢 (𝑠)  𝑥 = 𝑘𝑒𝑡𝑖𝑛𝑔𝑔𝑖𝑎𝑛 𝑏𝑒𝑛𝑑𝑎 (𝑚)   
 

Selain menggunakan menggunakan rumus 𝑣 = 𝑔 ∙ 𝑡, untuk 

menentukan 𝑣 apabila 𝑡 tidak diketahui dan 𝑥 diketahui, maka 

kita dapat mengkomposisikan kedua rumus tersebut, 

sehingga tidak perlu menentukan 𝑡 terlebih dahulu. Dalam hal 

ini, kita dapat menggunakan konsep fungsi komposisi, yaitu 

Misal: 𝑣 = 𝑓(𝑡) = 𝑔 ⋅ 𝑡 

𝑥 𝑚 

𝑔 
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𝑡 = 𝑔(𝑥) = √2𝑥𝑔 , jika 𝑥 = ℎ, maka 𝑔(ℎ) = √2ℎ𝑔  

Selanjutnya kita tentukan (𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = 𝑓(𝑔(ℎ)) 

 (𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = 𝑔 ⋅ 𝑔(ℎ) 

 (𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = 𝑔 ⋅ √2ℎ𝑔  

(𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = √𝑔2 ⋅ √2ℎ𝑔   

(𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = √2𝑔2ℎ𝑔   (𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = √2𝑔ℎ  

 

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh (𝑓 ∘ 𝑔)(ℎ) = √2𝑔ℎ, 

yang mana fungsi komposisi tersebut dapat kita gunakan 

untuk menentukan gerak jatuh bebas suatu benda yang 

hanya diketahui ketinggian bendanya, sehingga kita tidak 

perlu menentukan waktu jatuh benda tersebut. Dalam hal ini, 

dapat disimpulkan rumus lain dalam menentukan kecepatan 

gerak jatuh bebas suatu benda dari ketinggian tertentu, 

yaitu; 𝑣 = √2𝑔ℎ 
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Contoh:  

Berikut ini adalah grafik yang menunjukkan kecepatan (v) 

benda yang bergerak lurus terhadap waktu (t). Tentukan 

jarak yang ditempuh benda dalam wahtu 5 s. 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan grafik tersebut, dengan menggunakan konsep 

menentukan titik pada grafik kita dapatkan dua titik, yaitu (0, 

0) dan (5, 10) yang berarti pada detik ke-0, kecepatan gerak 

benda juga 0 dan pada detik ke-5, kecepatan gerak benda 

adalah 10 𝑚𝑠−1. Selanjutnya dapat ditentukan jarak tempuh 

benda, yaitu: 𝑠 = 𝑣 ∙ 𝑡 = (10 − 0)(5 − 0) = (10)(5) = 50 𝑚. 

Selain pada topic gerak benda, konsep fungsi juga 

dapat diterapkan pada masalah yang terkait dengan 

pertumbuhan dan peluruhan. Misalnya, kecepatan 

pertumbuhan suatu bakteri pada keadaaan tertentu yang 

𝑣(𝑚𝑠−1) 

𝑡(𝑠) 5 0 

10 
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berbanding lurus dengan banyak bakteri pada saat itu atau 

kecepatan reaksi zat-zat kimia yang sebanding dengan 

banyak zat pada saat itu. Masalah pertumbuhan dan 

peluruhan ini dapat diselesaikan menggunakan fungsi 

eksponensial. 

Contoh: 

Massa 𝑦 gram suatu radioaktif yang mengalami penyusutan 

dalam 𝑡 tahun ditentukan oleh rumus 𝑦 = 10 (12) 125
. Tentukan: 

a. Massa 𝑦 mula-mula, apabila 𝑡 = 0. 

b. Massa 𝑦 setelah 80 tahun. 

Jawaban: 

a. Massa 𝑦 saat 𝑡 = 0, yaitu 

𝑦 = 10 (12) 𝑡25 = 10 (12)0 = 10(1) = 10 𝑔𝑟𝑎𝑚 

b. Massa 𝑦 saat 𝑡 = 80, yaitu 𝑦 = 10 (12) 𝑡25 = 10 (12)8025 = 10(0,5)3,2 = 1,088 𝑔𝑟𝑎𝑚  

Salah satu penerapan fungsi dalam teknik sipil adalah 

penentuan tegangan tali yang membentuk suatu fungsi 

dalam pembangunan jembatan kabel. Fungsi dari 
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tegangan tali ini perlu ditentukan sehingga beban dapat 

terbagi merata untuk setiap kabel. 

 

Selain itu masih banyak aplikasi fungsi yang dimanfaat di 

bidang teknologi dan teknik dimana konsep fungsi tidak 

berdiri secara mandiri tetapi terintegrasi dengan konsep-

konsep lainnya seperti turunan dan integral. Dalam 

menentukan kondisi optimum dari suatu proses produksi 

atau pengkonstruksian suatu banguan, diperlukan suatu 

perhitungan yang dinyatakan ke dalam bentuk fungsi. Selain 

itu, fungsi-fungsi permintaan dan penawaran salah satunya 

juga merupakan salah satu aplikasi yang ada di bidang 

ekonomi dimana saat ini telah terintegrasi ke dalam software-

software di bidang teknologi ekonomi yang dapat 

dimanfaatkan secara langsung dalam menentukan mikro dan 

makro ekonomi.   
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Diferensial dan 
Aplikasinya 

 

Diferensial adalah salah satu cabang kalkulus dalam 

matematika yang mempelajari bagaimana nilai suatu fungsi 

berubah menurut perubahan input nilainya.  

Kita telah menggunakan notasi 
𝑑𝑦𝑑𝑥 untuk menyatakan 

derifative suatu fungsi, yaitu 
𝑑𝑦𝑑𝑥=

lim∆x → 0 𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)∆𝑥  . Dalam 

hal ini 
𝑑𝑦𝑑𝑥, hanya merupakan lambang belaka, dan bukan 

merupakan suatu hasil bagi. Sekarang akan kita bicarakan 

notasi 
𝑑𝑦𝑑𝑥 dalam arti lain, yaitu sebagai hasil bagi dua 

diferensial. Untuk maksud itu, perhatikan kurva y = f(x) 

seperti tampak pada gambar 1. Pada kurva itu ditentukan dua 

http://id.wikipedia.org/wiki/Matematika
http://id.wikipedia.org/wiki/Fungsi
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titik P (x,y) dan Q(x + ∆x , y +∆y) yang berdekatan letaknya. 

Jika M dan N berturut-turut proyeksi P dan Q pada sumbu x, 

dan ditarik garis PR sejajar sumbu X, maka 
∆𝑦∆𝑥 = 𝐻𝐾𝑀𝑁 = 𝑅𝑄𝑃𝑅 = 

gradien garis PQ, dan f’(x)= 𝑑𝑦𝑑𝑥 = lim∆𝑥→0 𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)∆𝑥  = gradien 

garis singgung di titik P(x,y) pada kurva. 

 

Gradien garis singgung di titik P memotong RQ di titik T. Maka 

f’(x) = 𝑅𝑇𝑃𝑅 = 
𝑅𝑇∆𝑥, yang disebut diferensial y ( yang sesuai dengan 

perubahan pada x) ditulis dengan lambang dy. 

Jadi dy=f’(x).∆x . Untuk memperoleh arti diferensial x yang 

bersesuaian dengan dy, kita perhatikan fungsi identitas y = 

f(x) = x . Maka dy = f’(x).∆x = 1.∆x = ∆x. 

T 

∆

H 

Q 

Y 

K 
∆

0 

P 
R 

M N 
X 

Y = 

Gamb
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Karena y = f(x) = x , maka kita tuliskan dy = d.f(x) = dx, 

sehingga dx = ∆x. 

Jadi bila diketahui y = f(x), maka dy = d.f(x) = f’(x).dx. 

A. Kaidah Diferensial 

1. Diferensial konstanta 

Misal y = k, dimana k konstanta, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 0 

Contoh : y = 2, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 =0 

2. Diferensial fungsi pangkat 

Misal y = xn, n = konstanta dan x variable, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = nxn-1 

Contoh : y = x7, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 7x7-1 sama dengan 7x6 

3. Diferensial perkalian konstanta dengan fungsi 

Misal y = kxn, dimana k dan n adalah konstanta dan x 

adalah variable, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 =  knxn-1  

Contoh : y = 13x4 maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 13*4x4-1 sama dengan 52x3 

4. Differensial fungsi berpangkat 

Misalkan y = Un , dimana U = g(x) dan n konstanta maka 𝑑𝑦𝑑𝑥= n Un-1 
𝑑𝑉𝑑𝑥 

Contoh : y = (x2-3x)7, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥= 7 (x2-3x)6*(2x-3) 
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5. Differensial fungsi rantai 

Misalkan y = U+V , dimana U = g (x) dan V = h (x) maka 𝑑𝑦𝑑𝑥 =𝑑𝑦 𝑑𝑥+ 
𝑑𝑉𝑑𝑥atau 

𝑑𝑦𝑑𝑥 = U’+V’ 

Contoh : y = 12x5-9x3, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥= ( 12*5*x5-1)-(9*3*x3-1) = 

60x4-27x2 

6. Differensial perkalian fungsi 

Missal y = U.V dimana U = g(x) dan V = h(x) maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 

(
𝑑𝑈𝑑𝑥) * V+U*(

𝑑𝑉𝑑𝑥) 

Contoh : y = 3x2(x-2)5 dengan U = 3x2 maka 
𝑑𝑈𝑑𝑥=6x dan V 

= (x-2)5 

maka 
𝑑𝑉𝑑𝑥= 5(x-2)5-1*1 = 5(x-2)4  

sehingga 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 6x(x-2)5+3x2(5(x-2)4 = 6x(x-

2)+15x2(x-2)4  

7. Diferensial fungsi eksponen 

Misal y = 
𝑈 𝑉 dimana U = g(x) V = h(x) maka 

𝑑𝑦𝑑𝑥 = (dU/x)v-u(dV/x) 

/ V2 

Contoh : y = 5x²−4x2−x   maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥= 

(10x−4)(2−X)−(5x2−4x)(−1)(2−x)²     𝑑𝑦𝑑𝑥= −5x²+20x−84−2x+x²  
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8. Diferensial fungsi eksponensial 

i. Misalkan y = 𝑒𝑥, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 

ii. Misalkan y = 𝑎𝑥, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑎𝑥𝑙𝑛𝑎 

9. Differensial fungsi komposit – eksponensial 

i. Misalkan y = 𝑒𝑢, dimana U = f (x), maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑒𝑢. ( 𝑑𝑈𝑑𝑥  ) 

Contoh : y = 𝑒2𝑥, dimana U = 2x, dimana 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑒2𝑥 . 2 = 2𝑒2𝑥 

ii. Misalkan y = 𝑎𝑢, dimana U = f (x), maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑎𝑢 ln 𝑎 𝑑𝑈𝑑𝑥 

Contoh : y = 82𝑥, dimana U = 2x, maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 82𝑥 ln 8.2 

 

B. Contoh Soal Differensial : 

1. Jika f(x) = 3x2 + 4 maka nilai f’(x) adalah... 

Penyelesaian:   f(x) = 3x2 + 4 

f’(x) = 6x 

2. Turunan ke-1 dari f(x) = (3x-2)(4x+1) adalah... 

Penyelesaian:  f(x) = (3x-2)(4x+1)  

 f(x) = 12x2 + 3x – 8x – 2 

 f(x) = 12x2 – 5x – 2  
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 f’(x) = 24x – 5 

3. Nilai f’(x) dari f(x) = 
23 x6 + 2x-1 adalah... 

Penyelesaian: f(x) = 
23 x6 + 2x-1 

 f(x) = 6.  
23 x6-1 + 2(-1)x -1-1 

 f(x) = 4 x5 - 2x-2 

 

C. Aplikasi Diferensial Pada Sains 

1. Panjang suatu batang logam tertentu. L (dalam meter), 

pada suatu suhu toC adalah sebagai berikut: L = 1+ 

0,00003t + 0,0000004t2. Tentukanlah laju perubahan 

panjang dalam mm/oC, saat suhu adalah (a) 100oC dan 

(b) 250oC. 

Penyelesaian:  

Laju perubahan panjang berarti dL/dt 

Karena panjang L = 1 + 0,00003t + 0,0000004t2, maka 𝑑𝐿𝑑𝑡 = 0,00003 + 0,0000008t 

a) Saat t = 100oC, 
𝑑𝐿𝑑𝑡  = 0.00003 + (0,0000008)(100) 

= 0,00011 m/oC 

= 0,11 mm/oC 
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b) Saat t = 250oC, 
𝑑𝐿𝑑𝑡 = 0,00003 + (0,0000008)(250) 

= 0,00023 m/oC 

= 0,23 mm/oC 

2. Intensitas cahaya I (dalam satuan candela) dari sebuah 

lampu pada tegangan yang bervariasi, V adalah sebagai 

berikut: I = 5 x 10-4 V2. Tentukanlah tegangan pada saat 

cahaya meningkat dengan laju 0,4 candela per volt. 

Penyelesaian: 

Laju perubahan cahaya terhadap tegangan dinyatakan 

oleh 
𝑑𝐿𝑑𝑡 

Karena I = 5 x 10-4 V2, 

 
𝑑𝐿𝑑𝑡 = I = (5 x 10-4 )(2V) = 10 x 10-4 V = 10-3 V 

ketika cahaya meningkat sebesar 0,4 candela per volt, 

maka + 0,4 = 10-3 V, sehingga tegangan V = 
0,410−3 = 0,4 x 

103 = 400 volt. 

 

D. Turunan Tingkat Tinggi 

Diberikan sebuah fungsi f, kita turunkan f ’, yang juga 

merupakan fungsi. Dari f ’ dapat kita turunkan f ’’ = (f ’)’, yang 
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disebut turunan kedua f , dan dari f ’’ kita dapat memperoleh 

turunan ketiga f , yakni f ’’’ = (f ’’)’, dst. 

Turunan ke-n dari y = f(x) dilambangkan dengan 

f (n) atau 
𝑑𝑛𝑦𝑑𝑥𝑛. 

Contoh: Jika y = sin 2x, 

maka 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 2 cos 2x, 𝑑2𝑦𝑑𝑥2 = -4 sin 2x, 𝑑3𝑦𝑑𝑥3= -8 cos 2x, dst. 

Kita telah menggunakan notasi  
𝑑𝑦𝑑𝑥  untuk mnyatakan 

derivatis suatu fungsi, yaitu  𝑑𝑦𝑑𝑥 = lim𝑥→0 (𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)∆𝑥 )𝑛
 

Contoh soal dan pembahasan diferensial 

5. Tentukan dy, jika y = 1/2x2+ 2√𝑥- 3/x2  + ln (2x+1) - 4 

Jawab :   

dy = d (1/2x2) + d (2√𝑥) - d(3x-2) + d ln (2x+1)-d(4) 

     = ½.2x dx+ 2.1/2X-1/2 – 3 (-2x-3) dx + 
𝑑 (2𝑥+1)2𝑥+1  – 0 

     =  ( x -   
1 √𝑋  + 

6𝑥3+ 
22𝑥+1 )  dx 

6. Tentukan dy, jika (a)   y = ln2  (1-X3); (b)    y = ln2   (1-X3) 

Jawab : (a)  dy =  2 ln (1-X3) d ln (1-X3) = -6x2 ln (1-X3) /  1-X3 
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 (b) dy =  d ln (1-X3) / ln (1-X3) = 1/ln (1-X3) .  d (1-X3)/ 1-X3 

= -3x2dx / ln (1-X3) . (1-X3) 𝑑𝑦𝑑𝑥 = -3x2 /  ln (1-X3) . (1-X3)   

7. Tentukan dy,  jika y = 2 log ( 2x2 + x) 

Jawab :  

2 log ( 2x2 + x ) = 2 log ( 2x2 + x ) / 2 log 2 = ln ( 2x2 + x ) / ln 2  

dy    = 1 / ln2 . d ( 2x2 + x ) / 2x2 + x = (4x + 1) dx / ( 2x2 + x ) . ln 2   

8. Tentukan dy, jika y = 
2𝑥+32𝑥−3 

Jawab : misalkan f (x) = 2x + 3 dan g (x) = 2x – 3 maka : 

  d 
f (x)g (x)  = d 

2𝑥+32𝑥−3 = 
(2x−3) .  d (2x+3)− (2x+3).d (2x−3)(2x−3)2  =  

4x−6−4x−6(2x−3)2  dx 

= -12 dx / (2x-3)2 

5. Diketahui y = ln 2 4x / x   . tentukan akar- akar persamaan 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 0 

Jawab : dy = x . d ln2 4x - ln24x . dx = 2 ln 4x - ln24x / x2 dx 

                Jadi,  
𝒅𝒚𝒅𝒙= 2 ln 4x - ln24x / x2 = 0 

2 ln 4x - ln24x = 0 

ln 4x (2- ln 4x ) = 0  

ln 4x = 0  atau ln 4x = 2 = ln e2 

4x = 1 atau 4x = e2 

X = ½ atau X =¼ e2 

6. Tentukan dy , jika y = sec2 (4x + 3 )  

Jawab : y = sec2 (4x + 3 ) = (cos ( 4x +3 ) )-2 
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dy = -2  (cos ( 4x +3 ) )-3 d cos  (4x + 3 ) 

= -2 . – sin (4x + 3 ) +d (4x + 3 ) / cos3 (4x + 3 ) 

= 8 sin (4x + 3 ) / cos3 (4x + 3 ) 

 

E. Penerapan Diferensial dalam Sains 

Salah satu penerapan 

diferensial dalam pembelajaran 

sains adalah pada topic laju yang 

berkaitan. Laju yang berkaitan 

dalam hal ini dapat dicontohkan 

pada topic kecepatan gerak 

benda atau debit air. Dalam 

fisika, diketahui rumus-rumus 

kecepatan gerak suatu benda, 

jarak atau perpindahan gerak benda, waktu gerak benda, 

debit, volume, dan atau waktunya. Pada dasarnya, rumus-

rumus tersebut dapat diturunkan menggunakan konsep 

diferensial. 

Jika x dan y merupakan dua peubah yang berkaitan dan 

masing-masing berubah terhadap waktu (t), maka dx/dt dan 

dy/dt merupakan laju yang berkaitan. 

air 

r 

h 
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Contoh : 

1. Air dituangkan ke dalam tangki berbentuk kerucut terbalik 

dengan laju 8 dm3/menit. Jika tinggi tangki tersebut 

adalah 24 dm dan jari-jari permukaan atasnya 12 dm, 

seberapa Cepatkah permukaan air naik pada saat 

tingginya 4 dm? 

Jawab: 

Misalkan V menyatakan volume, r jari-jaripermukaan, dan 

h tinggi air. Maka 

V = (
𝜋3 )  r2h 

Di sini r = 
ℎ2, sehingga 

V =( 
𝜋12) h3 

Turunkan kedua ruas terhadap t, kitaperoleh 𝑑𝑉𝑑𝑡= (𝜋4)h2. 
𝑑ℎ𝑑𝑡  

Diketahui : 
𝑑𝑉𝑑𝑡 =8 dm3/menit. Jadi, padasaat h = 4 dm, kita 

mempunyai 8 = 4π. 𝑑ℎ𝑑𝑡  

Sehingga
𝑑ℎ𝑑𝑡  =

2𝜋dm/menit. 

2. Suatu tangki silinder berjari-jari 2,5 m dan tingginya 3 m., 

mempunyai lubang pada alasnya dngan jari jari 25 mm. 
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Diketahui bahwa air akan mengalir keluar melalui lubang 

smacam ini dengan kcepatan v = 2,5 √ℎ m/s, h adalah 

dalamnya air dalam tangki. Carilah waktu yang diperlukan 

untuk mengosongkan tangki itu lewat lubang tersebut? 

Jawab: 

Volume air yang mengalir keluar perdetik dapat dipikirkan 

sebagai volume silinder yang berjari jari 25 mm dan 

tingginya v. Dengan demikian volume yang mengalir 

keluar pada saat dt detik adalah 𝜋(0,025)2 (2,5√ℎ)dt 

Perubahan permukaan air di tangki ditanyakan dengan dh, 

volume air yang mengalirkan ke luar dinyatakan oleh 

(2,5)2𝜋 𝑑ℎ,𝑚𝑎𝑘𝑎, 𝜋(0,025)2 (2,5√ℎ)dt= - 𝜋(2,5)2 dh  

atau dt= - ( 2,50,025)2 𝑑ℎ2,5√ℎ = −4000 𝑑ℎ√ℎ 

Integerasikan antara t=0, h=3 dan t=t, h=0, ∫ 𝑑𝑡 =  ∫ − 4000 𝑑ℎ√ℎ03𝑡0 = −4000 ∫ 𝑑ℎ√ℎ03   = −8000√ℎ|30 = 8000√3 𝑑𝑒𝑡𝑖𝑘 = 3 𝑗𝑎𝑚 34 𝑑𝑒𝑡𝑖𝑘  

Dalam bidang teknik sipil, diferensial digunakan sebagai alat 

untuk menyelesaikan permasalahan dalam geometri dan 
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mekanika. Berikut ini contoh penggunaan diferensial dala 

teknik sipil 

1. Konstruksi Balok Overstek dengan beban merata 

 

Mencari reaksi perletakan 
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2. Menghitung momen pada konstruksi Balok Sederhana 

dengan beban segitiga 
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3. Simple Beam dengan beban merata 

 

4. Beban merata pada tumpuan sederhana 
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Latihan Soal 

 

1. Sebuah benda bergerak sepanjang garis koordinat 

sehingga posisinya s memenuhi persamaan s = 2t2 – 12 t + 

8 diukur dalam sentimeter dan t dalam detik dengan t ≥ 

0. Tentukan: 

a. Kecepatan benda bila mana t = 1 dan t = 6 

b. Kapan kecepatannya = 0 

c. Kapan kecepatannya positif 

2. Dari puncak sebuah gedung setinggi 160 dm, sebuah bola 

dilempar ke atas dengan kecepatan awal 64 dm / detik. 

Apabila s = - 16 t2 + v0t + s0, maka :  

a. Kapan ia mencapai ketinggian maksimum 

b. Berapa ketinggian maksimumnya 

c. Kapan oa membentur tanah 

d. Dengan laju berapa ia membentur tanah 

e. Berapa kecepatannya pada t = 2 

3. Sebuah benda berosilasi secara harmonik sepanjang 

sumbu x, simpangannya berubah menurut persamaan: 

x= (4,00 m) cos (4𝜋 𝑡 +  𝜋/4), t dalam sekon dan sudut 

dalam radian: 
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a. Tentukan amplitudo, frekuensi dan periode getar 

b. Hitung kecepatan dan percepatan benda setiap saat 

c. Tentukan posisi, kecepatan dan percepatan pada t = 

1, 00 sekon 

d. Hitung kecepatan dan percepatan maksimum benda 

e. Hitung fase gerak benda pada t = 3 detik 
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Integral dan 
Aplikasinya 
 

A. Pengertian Integral  

Integral adalah kebalikan dari proses diferensiasi. 

Integral ditemukan menyusul ditemukannya masalah dalam 

diferensiasi di mana matematikawan harus berpikir 

bagaimana menyelesaikan masalah yang berkebalikan 

dengan solusi diferensiasi.  

Dalam topic fungsi turunan telah kita pelajari bahwa 

bila suatu fungsi f ditentutan oleh  f(x) = 2x3 , maka 

turunannya adalah f’(x) = 6x2. Jika turunanf’kita namakan g, 

jadi f’ = g, maka hal ini sering kali ditulis sebagai Dx f = g atau 

Dx f(x) = g(x). sebaliknya fungsi f dinamakan anti turunan dari 

fungsi g,yang ditulis sebagai Ax g = f atau Ax g(x) = f(x). 
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“Fungsi f dinamakan suatu anti turunan dari fungsi g  

pada selang S, jika Ax g = f atau Ax g(x) = f(x) untuk  setiap x 

dalam selang S.” 

Karena turunan suatu konstanta C sama dengan nol, 

maka bila Dx f(x) = g(x) ,juga Dx {f(x)+c} = g(x). Hal ini 

mengakibatkan bahwa bila Ax g(x) = f(x), maka juga Ax g(x) = 

f(x)+c, ka C suatu konstanta sembarang. Jadi fungsi g(x) 

memiliki banyak anti turunan, sedangkan f(x) adalah anti 

turunan dari g(x). Leibnies menggunakan notasi integral  

g(x) dx sebagai pengganti notasiAx g(x) 

Integral terbagi dua yaitu integral tak tentu dan integral 

tertentu. Bedanya adalah integral tertentu memiliki batas 

atas dan batas bawah. Integral tertentu biasanya dipakai 

untuk mencari volume benda putar dan luas. 

 

1. Integral Tak Tentu 

Dalam lambang g(x) dx, tanda  merupakan tanda 

integral dan g(x) merupakan integran. Jika g(x) adalah 

turunan dari f(x), jadi f’(x) = g(x), maka f(x) adalah integral 

tak tentu dari g(x).  
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Integral tak tentu mempunyai rumus umum: ∫𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝑐 

Keterangan:c = konstanta 

Sifat  Integral TakTentu ∫𝑎 𝑑 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑐 ∫𝑎𝑥𝑛𝑑 𝑥 = (𝑎𝑥𝑛+1𝑛+1 ) + 𝑐   ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 = ( (𝑎𝑥+𝑏)𝑛+1𝑎(𝑛+1) ) + 𝑐  

 

 

 

 

 

  

 

 

Contoh: 

Hitung integral tak tentu berikut  

a. ∫20 𝑥4+4x+10 - 5x-1)dx 

b. ∫(𝑥 + 1)√𝑥2 + 2𝑥 − 1𝑑𝑥 

, 1n n
ax dx a x dx n  

1 1
lnx dx dx x c

x

    

[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    

cosh sinhxdx x C 

ln
dx

x C
x
 

sin cosxdx x C  
cos sinxdx x C 

x x
e dx e C 

2cos

dx
tgx C

x
 

2
cot

sin

dx
gx C

x
  

2
arcsin

1

dx
x C

x
 




21

dx
arctgx C

x
 


sinh coshxdx x C 
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c. ∫ 1√𝑥 + √𝑥𝑑𝑥 

d. ∫ 𝑥2+5𝑥−1√𝑥 dx  

e. ∫(𝑥2 + 2)2 𝑑𝑥 

Jawab: 

a. ∫20 𝑥4+4x+10 - 5x-1)dx = 
205 x3 + 

42x2 + 10x – 5lnx +c 

= 4x3 + 2x2 +10x – 5lnx +c 

b. Misal u = 𝑥2 + 2𝑥 − 1 , maka du = 2 (x+1) dx ∫(𝑥 + 1)√𝑥2 +  2𝑥 − 1 𝑑𝑥 =  12∫𝑢1 2⁄  𝑑𝑢 

= 
13 𝑢3 2⁄ +  𝑐 

= 
13 √(𝑥2 + 2𝑥 − 1)3 +  𝑐 

c. ∫ 1√𝑥 + √𝑥𝑑𝑥 = ∫(𝑥−12 + 𝑥12)dx 

   = 2𝑥12 + 23 𝑥32 + c 

   = 2√𝑥 + 23 𝑥√𝑥 +  𝑐 

d. ∫ 𝑥2+5𝑥−1√𝑥 dx = ∫(𝑥3/2 + 5𝑥1/2 − 𝑥−1/2)𝑑𝑥 

=∫𝑥3/2 𝑑𝑥 + 5∫ 𝑥1/2𝑑𝑥 − ∫ 𝑥−1/2𝑑𝑥 

=
25 𝑥5/2+5. 

23 𝑥3/2 −  2𝑥1/2+c 

=2√𝑥(15 𝑥5+
53 𝑥 − 1) + 𝑐 
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e. ∫(𝑥2 + 2)2 𝑑𝑥 = ∫(𝑥4 + 4𝑥2 + 4)𝑑𝑥 

 =∫ 𝑥4𝑑𝑥 + 4∫ 𝑥2𝑑𝑥 + 4∫𝑑𝑥 

 =
15 𝑥5+

43 𝑥3 + 4𝑥 + 𝑐 

2. Bagi  Integral Tentu 

Pengertian atau konsep integral tentu pertama 

kali dikenalkan oleh Newton dan Leibniz. Namun 

pengertian secara lebih modern dikenalkan oleh 

Riemann.Materi pembahasan terdahulu yakni tentang 

integral tak tentu dan notasi sigma akan kita  digunakan 

untuk mendefinisikan tentang integral tentu. 

Integral tentu digunakan untuk mengintegralkan 

suatu fungsi f(x) tertentu yang memiliki batas atas dan 

batas bawah. Integral tentu mempunyai rumus umum: ∫ 𝑭(𝒙)𝒅𝒙 = 𝑭(𝒃) −  𝑭(𝒂)𝒃
𝒂  

Keterangan: 

 konstanta c tidak lagi dituliskan dalam integral tentu 

Contoh: 

Tentukan nilai dari : 

1. ∫ 𝑥3𝑑𝑥  21  
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2 

1 

1 

0 

2. ∫ (2𝑥 + 3𝑥2)𝑑𝑥  10  

Jawab: 

1. ∫ 𝑥3𝑑𝑥  21 = 
12 𝑥4 

 =(
14 24) – (

14 14) 

= 4- 
14 

=3
34 

2. ∫ (2𝑥 + 3𝑥2)𝑑𝑥10  =  𝑥2 + 𝑥3 

= (12 + 13) - (02 + 03) 

=(1+1) – 0 

= 2 

 

B. Pengembangan Integral 

1. Integral berbentuk fungsi trigonometri 

Dengan substitusi t= tg
1 2 𝑥, fungsi trigonometri dapat 

di ubah menjadi fungsi aljabar, sebab: 

sin 𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛 12 𝑥𝑐𝑜𝑠 12 𝑥𝑐𝑜𝑠2 12 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2 12 𝑥 = 2 𝑡𝑔 12 𝑥1 + 𝑡𝑔2 12 𝑥 = 2𝑡1 + 𝑡2 
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cos 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠2 12 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2 12 𝑥𝑐𝑜𝑠2 12 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2 12 𝑥 = 1 − 𝑡𝑔2 12 𝑥1 + 𝑡𝑔2 12 𝑥 = 1 − 𝑡21 + 𝑡2 

tg 𝑥 = 2 𝑡𝑔 12 𝑥1 − 𝑡𝑔2 12 𝑥 = 2𝑡1 − 𝑡2 

Karena  𝑡 =  𝑡𝑔 12 𝑥, maka 𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡, jadi 𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡1+𝑡2 

Sifat Integral trigonometri 

 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) =  − 1𝑎  𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =   1𝑎  𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑠𝑒𝑐(𝑎𝑥) tan(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = 1𝑎  𝑠𝑒𝑐(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑠𝑒𝑐2(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =  1𝑎  𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑠𝑐2(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = − 1𝑎  𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥) cot(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = − 1𝑎  𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥) + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 = 1𝑎  𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑘 

 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 = − 1𝑎  𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑘 

 ∫ 𝑠𝑒𝑐2(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 = 1𝑎  𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑘 

 ∫ 𝑠𝑒𝑐(𝑥) 𝑑𝑥 = ln |𝑠𝑒𝑐(𝑥) + tan (𝑥)| + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑠𝑐(𝑥) 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛 |𝑐𝑠𝑐(𝑥) + cot (𝑥)| + 𝑘 

 ∫ 𝑡𝑎𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛 |𝑐𝑜𝑠(𝑥)| + 𝑘 
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 ∫ 𝑡𝑎𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 |𝑠𝑒𝑐(𝑥)| + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑜𝑡(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 |𝑠𝑖𝑛(𝑥)| + 𝑘 

 ∫ 𝑐𝑜𝑡(𝑥) 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛 |𝑐𝑠𝑐(𝑥)| + 𝑘 

 

Ingat-ingat juga beberapa sifat-sifat trigonometri, 

karena mungkin akan digunakan: 

 𝑠𝑖𝑛2𝐴 + 𝑐𝑜𝑠2𝐴 = 1 

 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝐴 = 1𝑐𝑜𝑠2𝐴 = 𝑠𝑒𝑐2𝐴 

 1 + 𝑐𝑜𝑡2𝐴 = 1𝑠𝑖𝑛2𝐴 = 𝑐𝑠𝑐2𝐴 

 sin 2A = 2 sinA . cosA 

 cos 2A = 𝑐𝑜𝑠2A - 𝑠𝑖𝑛2𝐴 = 2𝑐𝑜𝑠2𝐴 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝐴 

 2 sinA x cos B = sin(A+B) + sin(A-B) 

 2 cosA x sinB = sin(A+B) – sin(A – B) 

 2cosA x cosB = cos(A+B) + cos(A – B) 

 2 sin Ax sinB = - sin(A+B) + cos(A – B) 

Contoh: 

Hitunglah ∫ 𝑑𝑥2+cos𝑥 

Dengan substitusi 𝑡 =  𝑡𝑔 12 𝑥 kita peroleh ∫ 𝑑𝑥2+cos𝑥 = ∫ 2𝑑𝑡1+𝑡2 .  12+1−𝑡21+𝑡2 = 2∫ 𝑑𝑡𝑡2+3  
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= 23 ∫ 3𝑑. 𝑡√3( 𝑡√3)2+1 =
23 √3 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑡√3) + 𝑐   
= 23 √3 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (𝑡𝑔 12𝑥√3 ) + 𝑐   𝑡𝑔2x dx =∫(𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1)𝑑𝑥 

=∫ 𝑑𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − ∫𝑑𝑥 

=𝑡𝑔 𝑥 − 𝑥 + 𝑐 ∫ cos 2𝑥 𝑑𝑥 = 12 ∫ cos 2𝑥 𝑑 2𝑥 = 12 sin 2𝑥 + 𝑐  ∫ 𝑒3𝑥 𝑑𝑥 =  13 ∫ 𝑒3𝑥𝑑 3𝑥 = 13 𝑒3𝑥 + 𝑐  ∫ 𝑑𝑥(3𝑥+2)2 = 13 ∫(3𝑥 + 2)−2𝑑 (3𝑥 + 2)  = − 13(3𝑥+2) + 𝑐  ∫ 𝑑𝑥𝑠𝑖𝑛2 4𝑥 = 14 ∫ 𝑑 4𝑥𝑠𝑖𝑛2 4𝑥 = − 14 𝑐𝑜𝑡𝑔 4𝑥 + 𝑐  

 

Integral subtitusi 

1. Integral berbentuk √(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑞𝑝
, dengan p dan q 

bilangan bulat. 

Akar dapat dihilangkan dengan subtitusi z = √𝑎𝑥 + 𝑏𝑝
 atau ax+b = 𝑧𝑝, jadi a dx = p 𝑧𝑝−1 dx 
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Contoh : hitunglah  ∫ 𝑥√𝑥 − 1𝑑𝑥 

Jawab : dengan subtitusi z = √𝑥 − 1 atau x-1 = 𝑧2, 

kita peroleh dx = 2z dz . jadi  ∫ 𝑥√𝑥 − 1  𝑑𝑥 = ∫(𝑧2 + 1)𝑧. 2 𝑧 𝑑𝑧 

=2∫(𝑧4 + 𝑧2) 𝑑𝑧 

=2( 
15 𝑧5 + 13 𝑧3) 

=[ 
25 (𝑥 − 1)2 +

23 (𝑥 − 1)] √𝑥 − 1 + 𝑐 

2. Integral berbentuk √(𝑎𝑥+𝑏𝑐𝑥+𝑑) 𝑞𝑝
, dengan p dan q 

bilangan bulat. Akar dapat dihilangkan dengan 

subtitusi z = √𝑎𝑥+𝑏𝑐𝑥+𝑑 

Contoh : hitunglah ∫ 2(2−𝑥)2 √2−𝑥2+𝑋   𝑑𝑥3
 

Jawab : dengan subtitusi z = √2−𝑥2+𝑥3
 atau 

2−𝑥2+𝑥 = 𝑧3 

Kita peroleh x = 
2−2𝑧31+𝑧3  , jadi 2-x = 

4𝑧31+𝑧3 dan dx = 
−12𝑧2(1+𝑧3)2 

maka  ∫ 2(2−𝑥)2 √2−𝑥2+𝑥3 𝑑𝑥 = -∫ 2(1+𝑧3)2.𝑧.12.𝑧2 16𝑧6(1+𝑧3)2 dz  = − 32 ∫ 𝑑𝑧𝑧3 = 34𝑧2 + 𝑐  
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= 34 √(2+𝑥2−𝑥)2 + 𝑐3
  

3. Integral memuat akar-akar yang tidak senama, 

misalnya  
𝑑𝑥𝑉𝑥( √𝑥+1)3  

Akar-akar menjadi senama dengan substitusi Z=√𝑥6
 

atau x=𝑧6, jadi Vx=𝑧3maka: ∫ 𝑑𝑥𝑣𝑥( √𝑥+13 ) = ∫ 6𝑧5𝑑𝑥𝑥3(𝑧2+1) = ∫ 𝑧2𝑧2+1 𝑑𝑧  

 = 6∫(1 − 1𝑧2+1)𝑑𝑧  

 = 6𝑧 − 6 𝑎𝑟𝑐𝑡 𝜀 + 𝐶 =6√𝑥6 − 6 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 √𝑥6 + 𝐶  

 

C. Penerapan Integral pada Sains 

Pada pembelajaran sains, integral dapat diterapkan 

pada beberapa topic utamanya dalam penurunan rumus 

untuk menentukan suatu komponen tertentu. Dalam hal ini, 

konsep integral yang banyak digunakan adalah integral 

tentu, dimana fungsi yang diintegralkan merupakan fungsi 

dalam t (waktu) dan t sebagai batas-batas integrasinya. Salah 

satunya adalah pada topik kelistrikan dimana jumlah muatan 

listrik dapat ditentukan dengan menggunakan konsep 
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integral tentu yang mana batas-batas integrasinya 

merupakan rentang waktu pemindahan muatan tersebut dan 

fungsi yang diintegralkan merupakan fungsi arus dalam t 

(waktu). Selain listrik, integral juga dapat diterapkan pada 

topic kecepatan gerak suatu benda dengan batas 

integrasinya adalah waktu gerak benda.  

 

Gambar di atas menunjukkan adanya perpindahan 

muatan listrik karena adanya arus listrik. Pada umumnya, kuat 

arus listrik dapat ditentukan berdasarkan jumlah muatan 

listrik dan waktu perpindahan muatannya dengan rumus 

berikut. 𝑄 = 𝐼 ∙ 𝑡 

Keterangan: I : kuat arus (A) 

 Q : muatan listrik (coulomb) 

 t : waktu (detik)  
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Selain menggunakan rumus tersebut, kita dapat 

menentukan jumlah muatan listrik yang dipindahkan 

menggunakan konsep integral tentu dengan batas integrasi 

yaitu rentang waktu terjadinya arus listrik. 

Seperti halnya pada arus listrik, kita dapat 

menggunakan konsep integral tentu dalam menentukan 

perpidahan suatu benda yang pada umumnya dirumuskan 

seperti berikut. 𝑆 = 𝑣 ∙ 𝑡 

Perpindahan suatu benda bergantung pada kecepatan 

dan waktu gerak benda tersebut. Sehingga dengan 

mengintegralkan fungsi kecepatan gerak benda, akan 

didapatkan persamaan perpindahan benda. Kemudian, 

dengan keterangan waktu gerak yang diketahui, kita dapat 

menentukan jarak perpindahan benda tersebut. 

Contoh: 

1. Arus yang melalui suatu piranti berubah terhadap waktu 

sebagai i(t)=0,05 amper. Berapakah jumlah muatan yang 

dipindahkan melalui piranti ini antara t=0 sampai t=5 

detik? 
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Jawab: 

Arus I adalah laju perubahan transfer muatan q. 

i = 
𝑑𝑞𝑑𝑡  sehingga q= ∫ 𝑖 𝑑𝑡 

jumlah muatan yang dipindahkan dalam 5 detik adalah 

q=∫ 𝑖 𝑑𝑡50  = ∫ 0,05𝑡 𝑑𝑡50  

= ∫ 0 0,05250 0  𝑡2 

= 
0,05 (5)2  – 

0,05 (0)2  

= 
1,252  - 0  

= 0,625 coulumb 

2. Posisi awal mobil adalah pada koordinator (2,0). 

Kompenen kecepatan dinyatakan Vx = 2t, Vy = 5+0,75t2. 

Tentukan : 

a. Persamaan umum posisi mobil 

b. Posisi mobil saat t=2s 

Jawab: 

Diketahui x0 =2, y0 = 0 

a. r = xi + yj 

x = x0 +∫ 2𝑡 𝑑𝑡20  

 = 2 + ∫ 2𝑡 𝑑𝑡20  
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 = 2 + t2  

y = y0 + ∫ 𝑉𝑦 𝑑𝑡20  

 = 0 + ∫ (5 + 0,7520  t2)dt 

 = 5t + 
0,753 t3 

 = 5t + 0,25 t3  

b. r = (2 + t2)i + (5t + 0,25 t3)j 

= (2+ 22)i + [5(2) + 0,25(23)]j 

 |r| = √62 + 122 = √36 + 144 = √180 = 6√5m 

3. Sebuah benda jatuh dalam ruang hampa udara. Benda 

tersebut  jatuh sejauh 16t2 m dalam t detik. Hitung 

kecepatan pada detik pertama! 

Jawab: 

V pada t = 1 sekon f(t) = 16t2 maka f’(1)=..? 

f’(t) = limℎ−0 𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)ℎ  

f’(1) = limℎ−0 𝑓(1+ℎ)2−𝑓(1)ℎ  

f’(1) = limℎ−0 16(1+ℎ)2−16ℎ  

f’(1) = limℎ−0 16(1+2ℎ+ℎ2)−16ℎ  

f’(1) = limℎ−0 16+32ℎ+16ℎ2−16ℎ  
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f’(1) = limℎ−0 16+32ℎ+16ℎ2−16ℎ  

f’(1) = limℎ−0 32 + 16ℎ2 

f’(1) = 32 m/s2 

 

Contoh penggunaan pada bidang teknik antara lain pada 

teknik mesin ketika ingin mengetahui hubungan antara 

kecepatan sebuah motor pada waktu tertentu dan posisi 

motor tersebut di setiap waktunya. Untuk menemukan 

hubungan ini diperlukan proses integral (antidiferensial). 

Aplikasi integral pada teknik sipil dapat dilihat pada 

pembangunan gedung Petronas di Kuala Lumpur atau 

gedung-gedung bertingkat di Jakarta. Semakin tinggi 

bangunan semakin kuat angin yang menghantamnya. Hal ini 

mengakibatkan adanya perbedaan rancang bangun gedung 

bagian bawah dan bagian atas. Untuk menentukan 

rancangan yang tepat, dipakailah konsep integral. Misalkan 

seorang peneliti meramalkan bahwa pada 𝑡 tahun setelah 

saat ini populasi penduduk di sebuah bantaran sungai akan 

berubah dengan laju 6𝑡2
 +  2𝑡 +  5 orang per tahun. Peneliti 

tersebut juga menemukan bahwa tingkat populasi di sungai 

tersebut bertambah dengan laju mendekati 0,5 satuan per 
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orang. Berapa benyak populasi (dalam ukuran satuan di 

dalam sungi itu 5 tahun mendatang jika populasi pada saat ini 

adalah 50 orang dan tingkat populasi pada saat ini adalah 60 

satuan. 

Jawab 

Misalkan 𝑃(𝑡) menyatakan populasi di bantaran sungai t 

tahun sejak saat ini. 

Laju perubahan dari populasi terhadap waktu adalah dP/dT = 6𝑡2
 +  2𝑡 +  5 orang per tahun 

 P(t) = ʃ dt 

 = ʃ (6𝑡2
 +  2𝑡 +  5) dt 

 = 2𝑡3
 + 𝑡2  +  5𝑡 + 𝑐 

P(0) = 50    C = 50 

Jadi, P(t) = 2𝑡3
 + 𝑡2  +  5𝑡 + 50 

Lima tahun yang akan datang jumlah populasi di bantaran 

sungai adalah 

 P(5) = 2(5)3 +52 + 5(5) + 50 = 350 orang 
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Latihan Soal 

 

1. Partikel bergerak rotasi dengan kecepatan awal 20 rad/s 

dan mengalami percepatan  sudut α = 4t rad/s2. Jari-jari 

lintasannya tetap 40 cm. Tentukan besarnya sudut yang 

ditempuh pada saat  t = 3 s dan jarak tempuh gerak 

partikel! 

2. Benda yang bergerak melingkar kecepatan sudutnya 

berubah sesuai persamaan  ω = (3t2 − 4t + 2) rad/s dan t 

dalam s. Pada saat t = 1s, posisi sudutnya adalah 5 rad. 

Setelah bergerak  selama t = 2s pertama, maka Tentukan :  

a. percepatan sudut, 

b. posisi sudutnya! 

3. Persamaan percepatan benda adalah a=(2x+3) 𝑚 𝑠2⁄ . Jiak 

posisi awal kecepatan 2 𝑚 𝑠⁄ . Berapakan kecepatan benda 

saat x=5m? 
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Persamaan Differensial 
Biasa dan Aplikasinya 

 

A. Definisi Persamaan Differensial Biasa  

Persamaan differensial adalah hubungan antara variabel 

bebas, variabel tak bebas dan hasil bagi differensial dari 

variabel tak bebas terhadap variabel bebas. Atau Persamaan 

diferensial dapat diartikan sebagai  gabungan antara fungsi 

yang tidak diketahui secara eksplisit dan turunan 

(diferensial)-nya. Arti lain yaitu PDB adalah persamaan 

diferensial yang hanya mempunyai satu peubah bebas. 

Peubah bebas biasanya disimbolkan dengan x. 

 Contoh  :  

a) 
dydx = 𝑒𝑥 + sin x 

b) Yll  - 2y +y = cos x 
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c) 
𝜕2𝑢𝜕𝑥2 + 

𝜕2𝑢𝜕𝑦2 = 
𝜕𝑢𝜕𝑡  

d) 3
𝑑2𝜃𝑑𝑡2  = t

𝑑𝜃𝑑𝑡  

e) 3s2 ds + 2 v dv = 0 

Untuk menentukan variabel bebas dan variabel terikat 

(tak bebas) dalam suatu persamaan differensial, dapat 

dilakukan dengan cara melihat variabel mana yang dapat 

didifferensiasi dan terhadap variabel apa didifferensiasinya. 

Misalnya :  

 Persamaan (a), variabel bebas adalah x, dan variabel 

terikat adalah y 

 Persamaan (b), variabel bebas adalah x, dan variabel 

terikat adalah y 

 Persamaan (c), variabel bebas adalah x, y dan t dan 

variabel terikat adalah u 

 Persamaan (d), variabel bebas adalah t, dan variabel 

terikat adalah 𝜃 

 Persamaan (e), variabel bebas adalah s dan v, dan 

variabel terikat adalah v atau s. 
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B. Orde persamaan differensial Biasa 

Contoh-contoh persamaan berikut adalah persamaan 

diferensial biasa (PDB): 

i. 
𝑑𝑦𝑑𝑥= x + y 

ii.  y' = x2 + y2 

iii.  2 dy/dx + x2y - y = 0 

iv. y" + y'cos x - 3y = sin 2x 

v. 2y"' - 23y' = 1 - y" 

 

Peubah bebas untuk contoh (i) sampai (v) adalah x, 

sedangkan peubah terikatnya adalah y, yang merupakan 

fungsi dari x, atau ditulis sebagai y = g(x). Berdasarkan 

turunan tertinggi yang terdapat di dalam persamaannya, PDB 

dapat lagi dikelompokkan menurut ordenya, yaitu: 

1. PDB orde 1, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah 

turunan pertama. 

Contoh (i), (ii), dan (iii) di atas adalah PDB orde 1. 

2. PDB orde 2, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah 

turunan kedua. 

Contoh (iv) adalah PDB orde dua. 
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3. PDB orde 3, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah 

turunan ketiga 

Contoh (v) di atas adalah PDB orde tiga. 

4. dan seterusnya untuk PDB dengan orde yang lebih tinggi. 

PDB orde 2 ke atas dinamakan juga PDB orde lanjut. 

 

C. Penyelesaian PDB 

Penyelesaian suatu PDB adalah hubungan antara 

variabel bebas dengan variabel terikat,  yang apabila di 

subtitusikan kembali ke dalam PDB tersebut akan 

menghasilkan  suatu identitas.   

Contoh : 

y = sin x + C, adalah penyelesaian dari PDB 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = cos x, sebab 

jika y disubtitusikan ke PDB tersebut menghasilkan 
𝑑𝑑𝑥 (sin x + 

C) = cox x (identitas). 

Terdapat dua macam penyelesaian dari suatu PDB, 

yaitu solusi umum dan solusi khusus. Penyelesaian umum 

adalah penyelesaian PDB yang masih mengandung konstanta 

sembarang sedangkan penyelesaian khusus adalah 
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penyelesaian yang sudah tidak mengandung lagi konstanta ( 

sudah bernilai tertentu). 

Contoh : 

Selesaikan y l = 𝑒𝑥 jika y(0) = 2 

Dari persoalan syarat batas ini, kita dapatkan penyelesaian 

umumnya adalah:  

 Y = 𝐶𝑒𝑥  

Dengan memasukkan syarat batas y(0)= 2 dalam 

penyelesaian umum didapatkan konstanta sembarang C , 

sebagai berikut:  

 2 = 𝐶𝑒0atau C = 2  

Sehingga penyelesaian khususnya adalah  

 y = 2𝑒𝑥 

 

D. Metoda-Metoda Pemecahan Pdb Orde Satu 

1. Metoda pemisahan variabel 

Jika PDB yang diberikan berbentuk:  

M (x,y)dx + N (x,y)dy)=0 

Maka 

f1(x)g1(y)dx + f2(x)g2(y)dy=0 

Atau 
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f1(x)g1(y)dx = -f2(x)g2(y)dy 

 Maka dapat dilakukan pemisahan variabel : 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥) dx = - 
𝑔1(𝑦)𝑔2(𝑦) dy 

Contoh : 

Tentukan solusi PDB cos x  cos y dx – sinx sin y dy = 0 

dengan menggunakan metoda pemisahan variabel  

Solusi : 

cos x  cos y dx – sinx sin y dy = 0 cos𝑥sin 𝑥  dx = 
cos𝑦sin𝑦  dy  atau  cot x dx = tan y dy 

Sehingga, ln (sin x) = ln (sec y) + ln C 

sin x = C sec y 

2. Persamaan Linear – Penggunaan Faktor Integrasi 

Tinjau persamaan 𝑦′ + 5𝑦 = 22𝑥. Metode sebelumnya 

tidak dapat digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan ini. → kalikan kedua sisi dengan  𝑒5𝑥, diperoleh 𝑒5𝑥 ∙ 𝑦′ + 𝑦 ∙ 5𝑒5𝑥 = 𝑒2𝑥 ∙ 𝑒5𝑥 = 𝑒7𝑥  𝑑𝑑𝑥 {𝑦 ∙ 𝑒5𝑥} = 𝑒7𝑥   →   𝑦 ∙ 𝑒5𝑥 = ∫𝑒7𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒7𝑥7 + 𝐶  ∴ 𝑦 = 𝑒7𝑥7 + 𝐶 ∙ 𝑒−5𝑥  
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Persamaan diatas dapat dinyatakan dalam bentuk 𝑦′ +𝑃𝑦 = 𝑄. Persamaan ini disebut persamaan linear orde 

pertama. Untuk menyelesaikan persamaan ini, kalikan 

kedua sisi dengan sebuah factor integrasi yang selalu 

berbentuk 𝑒∫𝑃𝑑𝑥. Hal ini akan mengubah sisi kiri 

menjadi turunan dari hasil kali. 

 

Contoh :  

Tentukan solusi : 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = y cot x = cos x 

Jika kita bandingkan persamaan ini dengan  
𝑑𝑦𝑑𝑥 +Py = Q, 

didapat P = cot x dan Q = cos x, sehingga  

 I = ∫𝑃𝑑𝑥  = ∫ cot 𝑥𝑑𝑥 = In (sin x) 

Dengan demikian, pemecahannya adalah  

y𝑒ln sin𝑥  = ∫ cos 𝑥𝑒ln sin𝑥dx 

y sin x  = ∫ cos 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

y sin x = sin2 x + C 

y = 
1sin𝑥  (sin2 x + C )= 

12 sin x + C cosec x 
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3. PDB Bernoulli 

Bentuk umum dari PDB Bernoulli adalah 𝑦′ + 𝑃 ∙ 𝑦 = 𝑄 ∙𝑦𝑛, dengan P dan Q sama seperti sebellunya merupaan 

fungsi x (atau konstanta), dan n ≠ 0. 

Untuk menyelesaikan PD tersebut, pertama bagi kedua 

sisi dengan 𝑦𝑛, sehingga diperoleh  𝑦−𝑛𝑦′ + 𝑃 ∙ 𝑦1−𝑛 = 𝑄 …………………………….(1) 

Masukkan z, diperoleh  𝑦1−𝑛   →  𝑑𝑦𝑑𝑥 = (1 − 𝑛) ∙ 𝑦1−𝑛 ∙ 𝑑𝑦𝑑𝑥 

Jika persamaan (1) dikalikan dengan (1-n) menjadi  (1 − 𝑛)𝑦−𝑛𝑦′ + (1 − 𝑛)𝑃𝑦1−𝑛 = (1 − 𝑛)𝑄 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑃1𝑍 = 𝑄1, dimana 𝑃1 dan 𝑄1 adalah fungsi dari 𝑥 

dan selanjutnya dapat diselesaikan dengan 

menggunakan sebuah faktor integrasi. 

Contoh :  

Tentukan solusi PDB dari  𝑑𝑦𝑑𝑥 + y = 𝑥𝑦23 
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Penyelesaian : 

Pertama-tama kita tentukan P,Q dan n dengan cara 

membandingannya dengan bentuk umum PDB 

Bernoulli 𝑦′ + 𝑃 ∙ 𝑦 = 𝑄 ∙ 𝑦𝑛, maka tampak jelas bahwa: 

n = 
23, P=1, Q=x 

sehingga kita dapat menentukan R,S,dan Z sebagai 

berikut : 

R= (1-n)P= (1 − 23)1= 
13 

S= (1-n)Q= (1 − 23)x= 
𝑥3 

Z= 𝑦1−𝑛 = 𝑦1−23 = 𝑦13 

Dengan demikian PDB Bernoulli di atas dapat diubah 

menjadi  𝑑𝑍𝑑𝑥 + 
13Z = 

𝑥3 yaitu dari bentuk umum  
𝑑𝑍𝑑𝑥 + RZ = S 

Yang selanjutnya dapat diselesaikan dengan PDB linear 

orde satu, seperti berikut : 𝑑𝑍𝑑𝑥 + 
13Z = 

𝑥3       maka  I = ∫𝑅𝑑𝑥 = ∫ 13dx = 
𝑥3 

Sehingga  

Z = 𝑒−1 ∫ 𝑆𝑒1 𝑑𝑥 = 𝑒−𝑥3 ∫ 𝑥3 𝑒𝑥3dx 
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Z = 𝑒−𝑥3  (𝑥𝑒𝑥3 − 3𝑥𝑥3 +  𝐶) 

Z = x-3 +𝐶𝑥−𝑥3  

Sekarang kita kembalikan ke variabel y dengan 

hubungan z = 𝑦13 

Jadi, 𝑦13 = x – 3 + 𝐶𝑒−𝑥3   atau  y = (𝑥 − 3 + 𝐶𝑒−𝑥3 )3 

4. Persamaan Homogen Dengan Substitusi y= vx 

Contoh: 𝑦′ = 𝑥+3𝑦2𝑥  

Persamaan tersebut tidak dapat dinyatakan sisi kanan 

dan sisi kiri dalam bentuk “factor x” dan “factor y”. 

Dalam kasus ini kita menggunakan substitusi y=vx, 

dimana v adalah fungsi dari x. 

Bila y = vx  didefinisikan, maka  
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑣 ∙ 1 + 𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥    →   𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑣 + 𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 

Sehingga  𝑥+3𝑦2 = 𝑥+3𝑣𝑥2𝑥 = 1+3𝑣2   sehingga persamaan 

menjadi 𝑣 + 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 1+3𝑣2   →   𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 = 1+3𝑣2 − 𝑣 = 1+3𝑣−2𝑣2 = 1+𝑣2   𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 1+𝑣2   →   ∫ 21+𝑣 𝑑𝑣 = ∫ 1𝑥 𝑑𝑥  2 ln(1 + 𝑣) = ln 𝑥 + 𝐶 = ln 𝑥 + ln 𝐴  
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(1 + 𝑣)2 = 𝐴𝑥; karena 𝑦 = 𝑣𝑥  →   𝑣 = 𝑦𝑥 ∴ (1 + 𝑦𝑥)2 = 𝐴𝑥  →   (𝑥 + 𝑦)2 = 𝐴𝑥3  

Catatan : 𝑦′ = 𝑥2+𝑦2𝑥𝑦 , persamaan homogen : 

Substitusi 𝑦 = 𝑣𝑥, sehingga 
𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑣 + 𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 

𝑥2+𝑦2𝑥𝑦 = 𝑥2+𝑣2𝑥2𝑣𝑥2 = 1+𝑣2𝑣   𝑣 + 𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 = 1+𝑣2𝑣   →   𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 = 1+𝑣2𝑣 − 𝑣 = 1+𝑣2−𝑣2𝑣 = 1𝑣  𝑥 𝑑𝑣𝑑𝑥 = 1𝑣   →   𝑣 ∙ 𝑑𝑣 = 1𝑥 𝑑𝑥  →   ∫ 𝑣𝑑𝑣 = ∫ 1𝑥 𝑑𝑣  

𝑣22 = ln 𝑥 + 𝐶  →  12 (𝑦𝑥)2 = ln 𝑥 + 𝐶  𝑦2 = 2𝑥2(ln 𝑥 + 𝐶)  

 

5. Persamaan Differensial Linier Orde Tinggi 

PDB linear orde tinggi mempunyai persamaan seperti,  

an 
𝑑𝑛𝑦𝑑𝑥𝑛  + aa-1 

𝑑𝑎−1𝑦𝑑𝑥𝑛−1 + an-2 
𝑑𝑛−2𝑦𝑑𝑥𝑛−2 + … + a2 

𝑑2𝑦𝑑𝑥2 + a1
𝑑𝑦𝑑𝑥 + a0y = 

F(x) 

dengan y = f(x), F(x) dan an adalah fungsi x atau 

konstanta. PDB ini dikatakan linear karena setiap suku 

pada ruas kiri hanya mengandung fungsi y atau 

turunannya berpangkat satu dan padasetiap suku tidak 
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terdapat perkalian dengan fungsi y. karena bentuk 

turunan tertinggi pada PDB linear orde tinggi ini adalah 

n, maka disebut PDB linear orde n. Selanjutnya kita 

dapat menyebut dapat menyebutkan PDB linear orde n 

secara lengkap jika :  

 F(x) = 0, PDB linear orde n yang homogen 

 F(x) ≠ 0, PDB linear orde n tak homogen 

 an adalah fungsi x, PDB linear orde n koefisien 

variabel. 

 an adalah konstanta, PDB linear orde n koefisien 

konstan. 

yaitu : 

anDny + an-1Dn-1y + an-2Dn-2y + … + a2D2y + a1Dy + a0y = F(x) 

Ingat, operator differensial ini tidak mempunyai ari jika 

dikuti oleh sebuah fungsi. Sekarang mari kita simak 

beberapa bentuk PDB berikut ini : 

a. x2 𝑑2𝑦𝑑𝑥2  + x
𝑑𝑦𝑑𝑥 + (x2 – p2)y = 0, p = konstanta 

PDB ini mempunyai orde turunan tertingginya 

adalah 2, an merupakan fungsi x dan F(x) = 0, maka 

PDB ini merupakan PDB linear orde dua koefisien 

variabel yang homogen. 
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b. L 
𝑑2𝑞𝑑𝑡2  + R 

𝑑𝑞𝑑𝑡  + 
𝑞𝐶 = V(t) dengan L, R C konstanta dan 

V(t) ≠ 0 

PDB ini menpunyai orde turunan tertingginya 

adalah 2, an merupakan konstanta, dan F(t) ≠ 0, 

maka PDB ini merupakan PDB linear orde dua 

koefisien konstan yang tak homogen. Persamaan 

differensial dalam bentuk diferensial ini dapat 

diubah dalam bentuk perkalian diferensial 

operator. 

Contoh: 

PDB berikut dituliskan dalam bentuk operator 

diferensial sebagai berikut:  

a) D2y + 3Dy - 4y = 0 atau 

(D2 + 3D – 4) y = 0 

(D – 4) (D + 1) y = 0 

b) Untuk PDB : 
𝑑4𝑦𝑑𝑥4 - y = 0 

Dapat ditulus dalam bentuk perkalian operator 

diferensial D = 
𝑑𝑑𝑥 sebagai berikut : 

(D4 – 1)y = 0 

(D2 + 1) D2- 1) y = 0 
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(D + i) (D – i) (D – 1) y = 0 

Pada pembahasan selanjutnya kita lebih banyak 

membahas PDb linear orde dua karena persamaan 

ini sering digunakan dalam terapan. 

 

6. PDB Linear Orde Dua Koefisien Konstan yang 

Homogen 

PDB linear orde-n koefisien konstan yang homogen 

ditulis seperti : 

anDny + an-1Dn-1y + an-2Dn-2y + … + a2D2y + a1Dy + a0y = 0 

dengan penyelesaian terdiri atas n buah konstanta 

sembarang dan n buah fungsi yang saling tidak 

bergantungan. Jadi, penyelesaian umum PDB linear 

konstan orde n yang homogen adalah 

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 + … + Cnyn 

dan penyelesaian umum ini diberi yh (baca y homogen), 

yh = y = C1y1 + C2y2 + C3y3 + … + Cnyn 

Apabila kita anggap y = memx, dengan m konstanta dan 

turunannya 

Dy = memx, D2y = m2emx, D3y = m3emx,…, Dny = mnmemx 
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Disisipkan ke dalam PDB linear koefisien konstan tak 

homogen, maka PDB berubah menjadi : 

{ anDn + an-1Dn-1 + an-2Dn-2y + … + a2D2 + a1D + a0y } emx = 0 

Atau 

{ anmn + aa-1mn-1 + an-2mn-2 + … + a2m2 + a1m + a0 } emx = 0 

Karena faktor y = emx ≠ 0, maka faktor yang sama 

dengan 0 adalah  

anmn + aa-1mn-1 + an-2mn-2 + … + a2m2 + a1m + a0 = 0 

sekarang kita bandingkan bentuk persamaan 

f(m)dengan PDB nya, ternyata f (m) mempunyai 

benrtuk sama dengan PDB nya hanya mengganti simbol 

operator diferensial, (D) dengan m. Persamaan f (m0 = 

0 menunjukkan karakteristik PDB nya disebut 

persamaan karakretistik dari PDB dan m desebut akar 

karakteristik. Karena akar karakteristik m dapat 

dihitung dari persamaan karakteristik f (m) maka 

penyelesaian PDB linear orde n koefisien konstan yang 

homogen adalah : 

yh = C1em1x + C2em2x + C3em3x  + … + Cnemnx 
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Untuk dapat memahami cara penyelesaian PDB 

koefisien konstan yang homogen ini, kita akan 

menyimak beberapa contoh berikut : 

Contoh: 

1. Tentukan solusi PDB : 
𝑑2𝑦𝑑𝑥2 −  5 𝑑𝑦𝑑𝑥 + 6y = 0 

Pertama kali yang kita lakukan adalah mengubah 

bentuk PDB dalam bentuk perkalian operator 

diferensial dari y sebagai berikut : 

(D2  5D + 6) y = 0 

(D – 3)(D – 2) y = 0 

Sehingga didapat persamaan karakteristik 

f(m) = 0 

(m-3)(m-2) = 0 

Dan akar karakteristiknya 

 m1 = 3   m2 = 2 

sisipkan akar karakteristik ke dalam persamaan 

penyelesaian PDB, yaitu : 

yh = C1e3x + C2e2x 

2. Selesaikan PDB : (D3 + 2D2 – 8D)y = 0 

Penyelesaian : 

(D3 + 2D2 – 8D)y = 0 
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Dengan persamaan karakteristik adalah  

m3 + 2m2 – 8m = 0 

m(m + 4)(m – 2) = 0 

dengan akar karakteristik 

m = 0, m= -4, m = 2 

sehingga penyelesaian umu PDB adalah 

y = C1e0x + C2e-4x + C3e2x 

yh = C1 + C2e-4x + C3e2x 

penyelesaian PDB orde-n koefisien konstan 

homogen ini mengandung fungsi eksponen yang 

tergantung dari akar karakteristik m. Selanjutnya 

kita tinjau bentuk akar karakteristi pada PDB orde 2 

yang dapat dijadikan dasar untuk penyelesaian PDB 

orde-n. 

7. PDB Linear Orde Dua Koefisien Konstan yang 

Homogen 

Misalkan PDB linear orde 2 koefisien konstan yang 

homogen seperti, 

(aD2 + bD + c )y = 0 

Dengan a, b, dan c konstanta. 

Persamaan karakteristik yang didapat adalah 
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f(m) = am2 + bm + c = 0 

mempunyai akar karakteristik : 

m1.2 = - 
𝑏2𝑎 + 

√𝑏2− 4𝑎𝑐2𝑎  

Kemungkinan akar karakteristik yang muncul adalah : 

a) Jika b2 – 4ac > 0 diperoleh dua akar karakteristik real 

yang besarnya berbeda m1≠ m2. Penyelesaian Umum 

PDB :y = Aem1x + Bem2x dengan A dan B konstanta 

sembarang. 

Contoh: 

Tentukan penyelesaian umum dari PDB berikut  

(D2 – 2D – 3)y = 0 

Penyelesaian : 

PDB di atas mempunyai persamaan karakteristik 

sebagai : 

(m2 – 2m – 3) = 0 

(m – 3)(m + 1) = 0 

Yang menghasilkan 2 akar karakteristik yang berbeda 

yaitu  

m1 = 3 dan m2 = -1 

sehingga penyelesaian yang didapat adalah  

y = yh = Aex + Be-x 
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8. PDB linier orde baru koefisien konstan tak homogen 

Persamaan Diferensial Biasa dua koefisien konstan yang 

tak homogen di tulis dalam bentu seperti : 

[aD2 + bD + c] y = f(x), f(x) ≠ 0 

Mempunyai penyelesaian umum seperti : 

y = yh + yis 

yh adalah penyelesaian PDB linear yang homogen, f(x) 

dan yis (y istimewa ) adalah penyelesaian untuk PDB 

yang tak homogen (nonhomogen), f(x) ≠ 0 . yh  adalah 

bagian penyelesaian yang mengandung konstanta 

sembarang sedangkan bagian yang tidak mengandung 

konstanta  sembarang merupakan penyelesaian yis 

Metoda menghitung yis 

 

a. Metoda Reduksi 

Metoda reduksi orde adalah sebuah metode yang 

mereduksi orde n menjadi orde (n-1), orde (n-1) 

direduksi menjadi orde (n-2) dan seterusnya sampai 

orde satu. Untuk dapat melakukan reduksi orde ini, 

PDB dibuat dalam bentuk operator diferensial. Jika 
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sebuah PDB linear orde dua koefisien konstan tak 

homogen ditulis dalam bentuk operator diferensial : 

`[D – a][D – b]y = f(x) 

Akan diselesaikan dengan metode reduksi orde 

maka, langkah smart dalam penyelesain yang dapat 

dilakukan adalah sebagai berikut : 

1. Misalkan [D – b]y = w(x) , kemudian sisipkan 

kedalam PDB. 

2. PDB linear orde dua menjadi PDB Linear orde 

satu, [D – a]w = f(x) 

3. Hitung w dengan metode PDB orde satu, 

misalnya metode PDB linear,  

w = eax ∫ f(x) e-ax dx + Aeax 

4. Sisipkan w kedalam persamaan di dapat lagi PDB 

orde satu, 

[D – b]y = w(x) 

5. Selesaikan PDB pada (4) dengan metode PDB 

orde satu misalnya metode PDB linear orde satu, 

y = ebx ∫ w(x) ebx dx + Aebx  . Ini adalah 

penyelesaian PDB linear koefisien kontan yang 

tak homogen. 
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Contoh :  

Gunakan metode reduksi orde untuk mencari 

penyelesaian umum PDB berikut. 

[D + 2][D – 2] y = 10 

Jawab : 

ingat dengan langkah smart sebelumnya. 

1. [D – b]y = w(x) 

Jadi , [D – 2]y = w 

2. [D – a]w = f(x) 

Jadi , [D + 2]w = 10 

3. w = eax ∫ f(x) e-ax dx + Aeax 

jadi , e-2x ∫ 10e2x dx + Ae-2x = 5 + Ae-2x 

4. [D – b]y = w(x) 

Jadi ,  

[D – 2]y = w ........ [D – 2]y = 5 + Ae-2x 

5. y = ebx ∫ w(x) ebx dx + Aebx   

jadi penyelesaianya : 

y = e2x∫ [5 + Ae-2x ] e-2x dx + Be2x 

y = 5 – ¼ Ae-2x + Be2x 

yh = - ¼ Ae-2x + Be2x  dan yis = 5 
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b. Metode koefisien tak tentu 

jika sebuah PDB linear orde dua koefisien konstan 

ditulis dalam bentuk seperti : 

1. [D – a][D – b]y = f(x)  

Maka penyelesaian yang diperoleh adalah : 

 y = yh + yis 

untuk f(x) = 0 maka persamaan (1) menjadi : 

 [D – a][D – b]y = 0 

Dengan 2 akar karakteristik yaitu m1 = a , m2 = b 

, sehingga di dapat penyelesaian khusus 

sebagai berikut : 

 yh = Aeax + Bebx 

pokok metode koefisien tak tentu adalah 

menentukan bentuk umum yh dari akar 

karakteristik yang muncul pada f(x) dengan 

satu atau lebih konstanta sembarang. Yang 

harus diperhatikan adalah dalam menentukan 

akar karakteristik dalam sebuah PDB maka 

semua aturan akar karakteristik berlaku. 

Misalnya f(x) = ecx mempunyai akar 

karakteristik m = c. Karena akar karakteristik m 
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= c tidak sama dengan akar karakteristik pada 

yh  maka kita dapat menuliskan bentuk 

umumnya yh adalah yis = Cecx . sekarang yang 

harus kita lakukan adalah menetukan 

konstanta sembarang c. Karena yh  merupakan 

penyelesaian dari PDB untuk f(x) ≠ 0, maka kita 

dapat mengganti y dengan yh sehingga 

persamaan (1) seperti berikut : 

[D – a][D – b]yis = f(x) 

Dari persamaan diatas kita dapat menentukan 

harga konstanta sembarang c. 

Contoh : 

Selesaikan [D2 + 1]y = 2ex dengan menggunakan 

metode koefisien tak tentu. 

Jawab : 

Dimisalkan f(x) = 0 

[D2 + 1]y = 0  jadi , 

[D + a][D – b]y = 0 .............[D + i][D – i]y = 0 

Sehingga memiliki karakteristik a = i , b = - i 

,maka penyelesaian homogen yh adalah :     yh = 

A cos x + B sin x 
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Dari persamaan [D2 + 1]y = 2ex berarti f(x) = 2ex 

. karena c =1 (f(x) = ecx -> f(x) = ex) 

Maka penyelesaian yis adalah 

yis = Cex 

untuk menentukan harga konstanta c, y dalam 

PDB diatas diganti dengan yis sehingga : 

[D2 + 1]yis = 2ex 

Atau dapat dimisalkan  

y’’
is + yis = 2ex ..................................(1) 

karena yis = Cex  maka y’is = Cex , y’’is = Cex dan 

kemudian substitusi nilai ini pada persamaan 

(1) ,sehingga : 

y’’
is + yis = 2ex 

Cex + Cex = 2ex 

Karena nilai C telah dijelaskan diatas yaitu c =1 

sehingga yis = Cex 

yis = ex 

 dan penyelesaian umum dari PDB adalah : 

y = yh + yis 

y = A cos x + B sin x + ex 
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E. Penerapan PDB dalam Sains, Teknologi dan 
Engineering 
 

PDB merupakan salah satu topic dalam matematika 

yang dapt diterapkan pada pembelajaran sains, misalnya 

pada rangkaian listrik. Berikut adalah contoh penerapan PDB 

dalam sains. 

1. Rangkaian listrik pada gambar di samping mempunyai 

daya gerak listrik sebesar 𝐸 = 100 sin 60𝑡  𝑣𝑜𝑙𝑡, resistor 

sebesar 2 ohm, inductor sebesar 0,1 henry, dan kapasitor 

sebesar 1/260 farad. Jika pada saat t=0 arus listrik dan 

muatannya nol, tentukan muatan listrik pada 

kapasitornya untuk setiap saat t. 

Jawaban: 

 Secara umum, uraian di atas dapat ditulis dengan 𝐿𝑄′′ + 𝑅𝑄′ + 𝑄𝐶 = 𝐸(𝑡). Apabila nilai E, R, dan C 

disubstitusikan, maka kita dapatkan 0,1𝑄′′ + 2𝑄′ + 260𝑄 = 100 sin 60𝑡, 𝑄(0) = 0, 𝐼(0)= 𝑄′(0) = 0 

Untuk memperoleh 𝑄 = 𝑄(𝑡), maka kita harus 

menyelesaikan PDB berikut. 
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𝑄′′ + 20𝑄′ + 2600𝑄 = 1000 sin 60𝑡 , 𝑄(0) = 0, 𝐼(0) = 𝑄′(0) = 0 

 Persamaan karakteristik dari PDB tersebut adalah 𝑟2 + 20𝑟 + 2600 = 0  

dengan akar karakteristik  𝑟12 = −20±√400−104002 = −10 ± 50𝑖, sehingga 𝑟1 = −10 + 50𝑖   dan   𝑟2 = −1 − 50𝑖 
Dengan solusi homogeny, yaitu 𝑄ℎ =𝑒−10𝑡(𝐶1 cos 50𝑡 + 𝐶2 sin 50𝑡) 

 Menentukan solusi khusus dengan metode koefisien 

tak tentu. Misalkan 𝑄𝑘 = 𝐴 cos 60𝑡 + 𝐵 sin 60𝑡 

Turunan pertama dan kedua dari solusi khusus ini 

adalah 𝑄𝑘′ = −60(𝐴 sin 60𝑡 − 𝐵 cos 60𝑡)   dan  𝑄𝑘′′ = −3600(𝐴 cos 60𝑡 + 𝐵 sin 60𝑡) 
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Substitusi 𝑄𝑘, 𝑄𝑘′ , 𝑄𝑘′′ ke 𝑄′′ + 20𝑄′ + 2600𝑄 =1000 sin 60𝑡 untuk mencari A dan B, diperoleh 𝐴 =− 3061 dan 𝐵 = − 2561. Sehingga 𝑄𝑘 = − 3061 cos 60𝑡 −2561 sin 60𝑡. 
 

 Sehingga didapat solusi 𝑄 sebagai fungsi dari 𝑡 adalah 𝑄(𝑡) = 𝑒−10𝑡 (3061 cos 50𝑡 + 6 sin 50𝑡) −3061 cos 60𝑡 − 2561 sin 60𝑡  

𝑄(𝑡) = 661 𝑒−10𝑡(5 cos 5𝑡 + 6 sin 50𝑡) −561 (6 cos 60𝑡 + 5 sin 60𝑡)  

 Fungsi di atas dapat ditulis dalam bentuk 𝑄(𝑡) = 6√6161  𝑒−10𝑡 cos(50𝑡 − ∅) − 5√6161 cos(60𝑡 − ∅), 
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Dengan cos ∅ = 5√6161 , sin ∅ = 6√6161  , cos 𝜃 = 6√6161  , dan sin 𝜃 = 5√6161 , sehingga ∅ = 0,88 dan 𝜃 = 0,69. ∴ Muatan listrik Q pada kapasitor pada setiap saat t 

adalah  𝑄(𝑡) = 0,77𝑒−10𝑡 cos(50𝑡 − 0,88) − 0,64 cos(60𝑡 −0,69). 

 

F. Penerapan PDB dalam Teknik Sipil 

Konsep persamaan diferensial dapat digunakan di teknik 

sipil ketika menguji kepadatan lapangan pada pekerjaan 

perkerasan jalan dengan menggunakan data-data hasil 

pengujian berupa kadar air dan berta isi kering. Jika data 

kadar air dan berat isi kering diketahui, maka persamaan 

kepadatan dari pekerjaan perkerasan jalan dapat 

diketahui. Selanjutnya kadar air optimum dan kepadatan 

maksimum dapat ditentukan dengan menggunakan 

konsep persamaan diferensial.  

Contoh: Hasil pengujian kepadatan lapangan pada 

pekerjaan perkerasan jalan diperoleh data-data hasil 

pengujian sebagai berikut: 
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Kadar Air (%) Berat Isi Kering (gr/cc) 

6 1.45 

8 1.54 

10 1.57 

12 1.60 

14 1.56 

16 1.50 

 

1. Tentukan persamaan kepadatan dari pekerjaan 

perkerasan jalan terserbut 

2. Tentukan kadar air optimum dan kepadatan 

maksimum dengan menggunakan konsep persamaan 

diferensial 
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Jawab 

1. Diperoleh persamaan kepadatan 𝑦 = −0.0046𝑥2 + 0.1060𝑥 + 0.9805 

atau 𝛾𝑘𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔 = −0.0046𝑊2 + 0.1060𝑊 + 0.9805 

2. Dengan menggunakan teorema Maxima/Minima 

diperoleh 

Kadar air optimum (𝑊𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑢𝑚) = 11.52% 

Kepadatan maksimum (𝛾𝑘𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔_𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚) = 1.591 gr/cc 
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