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Kata Pengantar

Puji syukur Alhamdulillah, penulis panjatkan kepada
Tuhan Yang Maha Esa yang berkat rahmat- dan karunia-Nya,
penyusunan Buku Matematika IPA dan Aplikasinya dalam
STEM akhirnya ini dapat diselesaikan. Penulisan buku ini
disesuaikan dengan kebutuhan masyarakat, guru, mahasiswa

untuk mengetahui aplikasi Matematika IPA dalam STEM.

Buku ini bertujuan agar dapat membantu memudahkan
pemahaman pembaca yang tentang Pendidikan dan
pembelajaran STEM beserta penyesuaiannya pada abad
21. Terdapat 5 prinsip utama untuk praktik pembelajaran
dalam STEM terintegrasi adalah integrasi konten STEM,
pembelajaran yang berpusat pada masalah, pembelajaran
berbasis penyelidikan, pembelajaran berbasis desain dan
pembelajaran kooperatif. Kelima prinsip ini berakar pada
pandangan konstruktivis sosial tentang pembelajaran.
Integrasi konten STEM (integration of STEM content),
mengacu padaasimilasi eksplisit tujuan pembelajaran, konten,
dan praktik dari berbagai disiplin STEM. Adapun materi pada
buku Matematika IPA ini diantaranya penerapan konsep

materi Matrik, vector, diferensial, integral, dan persamaan



diferensial biasa untuk mencari solusi dan pemecahan

masalah pada fenomena IPA.

Penulis menyadari bahwa modul ini masih jauh dari
sempurna, namun demikian penulis berharap semoga modul
ini dapat memberikan manfaat dan kontribusi bagi pembaca.
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Pendidikan Berbasis
STEM

Beberapa sumber mendeskripsikan pengertian STEM
yang berbeda. Menurut Brown, dkk (2011), STEM adalah
meta-disiplin di tingkat sekolah dimana guru sains, teknologi,
teknik dan matematika mengajar pendekatan terpadu dan
masing-masing materi disiplin tidak dibagi-bagi tapi ditangani
dan diperlukan sebagai satu kesatuan yang dinamis. Selain itu,
Kelley, dkk (2016) menyatakan pendidikan STEM terpadu
sebagai pendekatan untuk mengajar dua atau lebih bidang
STEM dengan melibatkan praktek STEM  dalam
menghubungkan masing-masing bidang STEM agar dapat
meningkatkan pembelajaran siswa. Pendidikan STEM dapat

membentuk SDM yang memiliki kemampuan bernalar dan
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berpikir kritis, logis, dan sistematis, sehingga mereka nantinya
mampu menghadapi tantangan global serta mampu
meningkatkan perekonomian negara. Penerapan STEM di
Indonesia saat ini masih minim karena tidak didukung oleh
kebijakan pemerintah secara maksimal. Hal ini dapat terlihat
dari tidak adanya tuntutan kurikulum saat ini yang secara
tegas bahwa lembaga pendidikan wajib menerapkan STEM.
Oleh karena itu, perangkat pembelajaran seperti modul yang
berbasis STEM yang dikembangkan untuk pendidikan di
Indonesia jumlahnya masih sedikit dan bersifat parsial.
Beberapa peneliti telah mengembangkan perangkat seperti
Pertiwi, R.S (2017) telah mengembangkan LKS dengan
pendekatan STEM untuk melatih keterampilan berpikir kreatif
siswa pada materi fluida statis. Muharomah, D.R (2017) telah
mengembangkan LKPD untuk pembelajaran STEM untuk
meningkatkan hasil belajar konsep evolusi.

Beberapa hasil penelitian menunjukkan bahwa
pembelajaran berbasis STEM dapat melatih kemampuan dan
kecakapan siswa menghadapi masalah abad 21. Sehingga,
pendekatan STEM merupakan pendekatan pembelajaran

yang dapat menumbuhkan keterampilan abad 21.
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Pendekatan pembelajaran berbasis STEM  memiliki
karakteristik proses saintifik dan Engineering practices.
Secara umum karakteristik tersebut dapat
diimplementasikan dalam pembelajaran. Thibaut, dkk (2018)
menggambarkan  kerangka teoritis untuk  praktik

pembelajaran dalam STEM terintegrasi pada gambar 1.

INTEGRATED
Integration  Problem- Inquiry- Dosign-
of STEM  centered based based  Cpor "::"
content leaming learning leaming
e SOCIAL CONSTRUCTIVISM |

Gambar 1. Kerangka teoritis untuk praktik pembelajaran dalam STEM
terintegrasi

1. Terdapat 5 prinsip utama untuk praktik pembelajaran
dalam STEM terintegrasi adalah integrasi konten STEM,
pembelajaran yang  berpusat pada  masalah,
pembelajaran berbasis penyelidikan, pembelajaran
berbasis desain dan pembelajaran kooperatif. Kelima
prinsip ini berakar pada pandangan konstruktivis sosial
tentang pembelajaran. Integrasi konten STEM

(integration of STEM content), mengacu pada asimilasi
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eksplisit tujuan pembelajaran, konten, dan praktik dari
berbagai disiplin STEM. Karena kurangnya konsensus
tentang terminologi, tidak ada strategi khusus yang
diusulkan (misalnya, pembelajaran multidisipliner,
interdisipliner atau terpadu).

Pembelajaran yang berpusat pada masalah (problem-
centered learning), dimaksudkan bahwa lingkungan
belajar harus melibatkan siswa dalam masalah-masalah
dunia nyata yang otentik, terbuka, tidak terstruktur, dan
terstruktur untuk meningkatkan kebermaknaan konten
yang akan dipelajari.

Pembelajaran berbasis inkuiri (inquiry-based learning),
mengacu pada lingkungan belajar yang melibatkan siswa
dalam pertanyaan, pembelajaran pengalaman dan
aktivitas langsung yang memungkinkan mereka untuk
menemukan konsep-konsep baru dan mengembangkan
pemahaman baru.

Pembelajaran berbasis desain (design-based learning),
yang memerlukan penggunaan tantangan desain
terbuka dan langsung yang memberi siswa kesempatan

untuk tidak hanya belajar tentang proses desain teknik
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dan praktik rekayasa, tetapi juga memperdalam
pemahaman mereka tentang ide-ide inti disiplin.

5. Prinsip pembelajaran kooperatif (cooperative learning),
menunjukkan bahwa siswa harus mendapatkan
kesempatan untuk berkomunikasi dan berkolaborasi
satu sama lain untuk memperdalam pengetahuan
mereka. Semua prinsip kunci didukung oleh pandangan
konstruktivis sosial tentang pembelajaran, yang
menentukan bahwa pengetahuan secara aktif dibangun
oleh siswa dan bahwa pembelajaran adalah berbagi,
bukan sekedar pengalaman individu. Pengintegrasian
pendidikan STEM dalam pengajaran dan pembelajaran
boleh dijalankan pada semua tingkatan pendidikan, mulai
dari sekolah dasar sampai universitas.

Keberhasilan ~ pendidikan dengan  menerapkan
pendekatan STEM dapat mempengaruhi kemampuan
peserta didik baik dalam dunia pendidikan maupun dunia
kerja. Pendekatan STEM dalam pembelajaran, telah mulai
diterapkan di Indonesia meski dalam skala kecil, hal ini seuai
dengan data Forum Ekonomi Dunia (2016) seperti pada

gambar berikut.
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THE COUNTRIES WITH THE MOST STEM GRADUATES

stel

Berdasarkan data Forum Ekonomi Dunia, diketahui
bahwa China menjadi Negara yang paling berhasil dalam
menerapkan pendekatan STEM dalam pembelajaran. Hal ini
dapat terjadi karena adanya dukungan dari beberapa pihak
yang terkait dalam dunia pendidikannya. Keberhasilan China
dalam menerapkan STEM dapat memberikan dampak-
dampak positif tidak hanya dengan kemajuan pendidikannya,
tapi juga keberhasilan para peserta didik di dunia kerjanya.
Berdasarkan data tersebut, diketahui bahwa posisi Indonesia
dikatakan masih sangat jauh dibandingkan dengan China.
Meskipun pendekatan-pendekatan pembelajaran yang
digunakan di Indonesia saat ini terdapat dalam karakteristik

pendeketan STEM.

6 Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM



Matriks dan Aplikasinya

A. Definisi dan notasi matriks

Matriks adalah kumpulan bilangan (unsur) yang disusun
menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang disusun tersebut
disebut elemen-elemen atau komponen-komponen matriks. Nama
sebuah matriks dinyatakan dengan huruf kapital. Banyak baris x
banyak kolom dari suatu matriks disebut ordo matriks atau ukuran
matriks. Dalam menyatakan matriks, yang pertama disebut adalah
banyaknya “baris” dan yang kedua adalah banyaknya “kolom”.

Perhatikan contoh matriks berikut:

1 3 0
A=14 3 1|+ - baris2
2 6 7

¢

Kolom 1 |Kolom 3

Kolom 2
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Matriks A terdiri dari 3 baris dan 3 kolom. Matriks A berordo
3 X 3 atau ditulis A(3 X 3)

Secara umum matriks dapat ditulis:

aj; Qi - Qg 1

| azq1 Ay Ay |
A= : = A(bxk)

ap1 QAp2 Apk J

Dan dalam hal ini 4, disebut elemen matriks pada baris ke-b
kolom ke-k.
1 4 6 -3 8

Contoh soal 1: Diketahui matriksA=|2 -5 9 12 -4
3 0 7 5 10

Tentukan:
a. banyak baris d. elemen-elemen kolom ke-3
b. banyak kolom e. dy,

c. elemen-elemenbariske-1  f. q;

Jawab:
a. banyak baris :3 buah
b. banyak kolom : 5 buah

c. elemen-elemen baris ke-1:1, 4, 6, -3,
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d. elemen-elemen kolom ke-3:6,9, 7

e. a,, =elemen baris ke-3 kolom ke-4 =5

f. a,; = elemen baris ke-1 kolom ke-3=6

1. Orde matriks

Orde matrik yaitu banyaknya baris dan kolom yang
menyatakan suatu matriks. A, = artinya matriks A berordo m

X n yaitu banyaknya baris m buah dan banyaknya kolom n

buah.
1 0
-1 3 -6 4
Contoh: Diketahui P = o=|5 4
5 0 2 8 o _3

Tentukan ordo matriks P dan Q
Jawab : Ordo matriks P = 2 X 4, Ordo matriks Q =
3 x2
2. Jenis-jenis Matriks
a. Matriks Nol

Yaitu matriks yang setiap elemennya nol.

0 0 0 0O
Contoh: A= ,B = C=
0 0 0 0O

S O O
oS O O
oS O O
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b. Matriks Baris
Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu baris
Contoh: A=[3 -2 4],B=[-1 0 2 3]
¢. Matriks Kolom

Yaitu matriks yang hanya mempunyai satu kolom.

-1
4

0

Contoh: P=|-5 0= 6
8

3

d. Matriks berelemen tunggal
Matriks berelemen tunggal adalah matriks
yang mempunyai satu baris dan satu kolom saja.
Sebuah bilangan atau sebuah variabel dapat di
pandang sebagai matriks berorde 1x1 atau matriks
berelemen tunggal.

Contoh: [a], [2 — 3i], [0]

B. Aljabar Matriks

1. Kesamaan Matriks
Dua matriks dikatakan sama jika ordo dan elemen-

elemen yang seletak sama.
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a b P q
Diketahui dua matriks A = dan B =
c d ros

JikaA =B maka:a=p,b =q,c =rdand =s.

Contoh:

3 1 3 x
Tentukan x dan y dari =
8 -5 2y -5

Jawab: x =1
2y =8 =>y =4
2. Penjumlahan Matriks
Dua matriks dapat dijumlahkan jika ordonya sama.
Yang dijumlahkan yaitu elemen-elemen yang

seletak.
a b N P q a+p b+g
c d ros| |c+r d+s
Contoh:

1 2 2 1
Diketahui dua matriks 4 = dan B =
3 4 -2 -1

Maka

1 2 2 1
A+B= +
e
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_ 1+2 2+1 _ 3 3
T 34(=2) 4+(-D| |1 3

Sifat-sifat penjumlahan matriks :

1. A+ B = B + A (bersifat komutatif)
2. A+ (B+ C) = (A + B) + C (bersifat asosiatif)
3. A+0 =0+ A=A (O matriks identitas dari

penjumlahan)

4. A+ (4) = (VA + A =0 (-A matriks

penjumlahan)

invers

Pengurangan Matriks

Dua matriks dapat dikurangkan jika ordonya sama.

Yang dikurangkan elemen-elemen yang seletak.

Contoh:

Jika A=

~1 4

maka tentukan :
a.A- B

Jawab:

fa b
_cd

2 3]

p q|_[a-p b-q
v c—r d-s

4 -1
dan B = ,

b.B- A
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Sifat-sifat Pengurangan matriks :

1. A- B # B - A (tidak komutatif)
2. A- (B-C) = (A- B) - C (asosiatif)

4. Perkalian Matriks
a. Perkalian matriks dengan bilangan real
(skalar)
Mengalikan sebuah matriks dengan sebuah
bilangan (yaitu scalar) berarti mengalikan masing-
masing elemennya dengan bilangan tersebut. Jadi

secara umum dapat di tulis :

kexfay] o= kay],

Contoh:

2
Jika A= L’ } maka tentukan :

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 13
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a.2A b.—-—A
2

2 -1 4 -2
Jawab:a. 24 = 2 =
3 -5 6 -10

1 -112 -1 1 1/2
b. ——A=— =
2 213 -5 -3/2 5/2

b. Perkalian dua buah matriks

Dua buah matriks dapat dikalikan satu
terhadap yang lain, jika dan hanya jika banyaknya
kolom pada matriks yang ke-1 sama dengan
banyaknya baris pada matriks ke-2.
Jika:
A= [ai]-]pxq dan B = [bij]qxr
maka: AB=C= [Cij]pxr

dengan: Cij = a;1byj + Qizbyj + aizbs; + -+ + ayp by,

Contoh:
Diketahui
3 2 5 5 6
A= ,B=|"|,C=[7 9]dan D= :
1 4 6 7 8
Tentukan:
a.AB b. AC c.AD
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3 2|5 15+12 27
d. AB = = =
1 4]6 5+24 29
b. AC tidak dapat dikalikan, karena banyaknya

kolom matriks A tidak sama dengan banyaknya

baris matriks C.
D = [3 2}[5 6}{15“4 18+16}{29 34}
1 47 8 5+28 6+32 33 38
Sifat-sifat perkalian matriks :
1. Umumnya tidak komutatif (AB # BA)
2. Asosiatif: (AB)C = A(BC)
3. Distributif kiri: A(B + C) = AB + AC
Distributif kanan: (B + C)A = BA + CA

4. ldentitas: 1A = Al = A
5. k(AB) = (kA)B

C. Komutator dan Anti Komutator

Selisih antara dua matriks AB dan BA disebut
komutator dari A dan B, yang didefinisikan sebagai
berikut :

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 15



[A,B] = AB-BA dan [B,A] = —[A4, B]
Secarakhususjika AB = BA atau [4, B] = 0, maka
dikatakan kedua matriks A dan B saling komut satu
sama lain.
Contoh:

Tunjukkan bahwa matriks A dan B berikut tidak komut

3 7 =9 6 9 -3
A=|1 =2 3]danB= 2 0 5‘
5 0 -6 -8 1 7
3 7 -9 6 9 -3 104 18 -—-37
AB=|1 =2 3”2 0 5]=[—22 12 8 ]
[ 5 0 -—-6Il-8 1 7 78 1 7-57

[ 6 9 =31 6 9 -3 12 24 -9
BA=|2 0 5 2 0 5|=|31 14 -—48
1 -8 1

-8 7 | 7 12 -58 33
Jadi,
1104 18 —37 12 24 -9
[A,B]=AB—BA= —-22 12 8 -1 31 14 —48
[ 78 1 7-57 12 -58 33
92 -6 —46
[4,B]=|-53 -2 56| #0
66 97 —90

Dengan demikian A dan B tidak komut.
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Anti Komutator adalah penjumlahan AB dan
matriks BA disebut anti komutator dari A dan B yang
dinotasikan sebagai berikut :

{A,B} = AB + BAjelas bahwa {B,A} = {A,B }

Contoh:
13 -2 -5 0 1 2
Cc =1-2 10 —-2|danD =111 1 1
-5 -2 13 2 1 0
Maka
—-12 6 24 —-12 6 24
CD =| 6 6 6 | danDC = 6 6 6
24 6 -—12 24 6 -—-12
adi
24 12 48
{C,D}=CD+DC =[12 12 12
48 12 -34

D. Jenis-Jenis Matriks
» Berdasarkan ordonya, matriks dibedakan menjadi:
1. Matriks Bujur Sangkar
Matriks bujur sangkar | persegi merupakan
matriks berordo n X n atau jumlah baris dan

kolomnya sama.
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24)

COﬂtOh . BZXZ = (1 5

Matriks Baris

Matriks baris merupakan matriks yang berordo
1 X n atau hanya memiliki 1 baris.

Contoh: Bijxzs = (1 4 3)

Matriks Kolom

Matriks kolom merupakan matriks yang berordo
n X 1 atau hanya memiliki 1 kolom.

1
Contoh: B3y = <O>

5

. Matriks Tegak

Matriks tegak merupakan matriks yang

berordo m X n,dimanam > n.

1 2
Contoh: B3y, = (3 O)

4 2
Matriks Datar

Matriks datar merupakan matriks yang berordo

m X n,dimanam < n.

7 4 3 1
Contoh: BZX4 == (2 O 6 8)
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» Berdasarkan elemen-elemen penyusunnya, matriks
dibedakan menjadi:
1. Matriks Nol
Matriks nol merupakan matriks yang semua
elemen penyusunnya adalah nol. Matriks nol
dapat dinotasikan O.
Contoh: 0;43 = (0 0 0)

0 0 0
03x3=(0 0 0)
0 0 0

2. Matriks Diagonal
Matriks diagonal merupakan matriks persegi
yang semua elemen di atas dan di bawah
diagonalnya nol. Matriks ini dapat dinotasikan D.

-2 0 0
Contoh: D3><3 = 0 5 0

0 0 1
3. Matriks Skalar

Matriks skalar merupakan matriks diagonal yang

semua elemen pada diagonal sama.

5 0 0
Contoh: B3X3 = <O 5 0)

0 0 5
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4. Matriks Simetri
Matriks simetri merupakan matriks persegi yang
semua elemennya selain diagonal adalah simetri

terhadap diagonal.

Contoh: B,y, = (i D

5. Matriks Simetri Miring
Matriks simetri miring merupakan matriks
simetri yang semua elemnnya selain diagonal
saling berlawanan.

1 -5 2
Contoh: Bjy3 = 5 4 =3

-2 3 0
6. Matriks Identitas

Matriks identitas /| satuan merupakan matriks
diagonal yang semua elemen pada diagonalnya 1
dan selain diagonal bernilai o. Matriks ini

dinotasikan sebagai I.

Contoh: Iy, = (é (1))

1 0 O
13><3 = 0 1 0
0 0 1
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7. Matriks Segitiga Atas
Matriks segiiga atas merupakan matriks yang
semua elemen dibawah diagonal utamanya
adalah o.

1 -2 4
Contoh: BSXS = (0 -5 5)

0 0 3
8. Matriks Segitiga Bawah

Matriks segitiga bawah merupakan matriks yang
semua elemen di atas diagonal utamanya adalah
0.

2 0 0
Contoh: B3y =7 4 0

8 3 1
9. Matriks Transpose

Matriks transpose merupakan matriks yang
diperoleh dari memindahkan elemen-elemen
baris menjadi elemen pada kolom, atau

sebaliknya.

0 4 2

1 0
BT = (—2 4)
3 2
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Matriks dan Persamaan Linear

» Metode Eliminasi Gauss

Misal terdapat 3 buah persamaan linear berbentuk

seperti

x-2z =6

3x + 2y + z = 12
6x-2y =6

Maka, persamaan tersebut dapat dituliskan dalam

1 0 -2
bentuk perkalian sebagai berikut. (3 2 1)

()-(2) -

Untuk memecahkan persamaan linear tersebut bisa
menggunakan metode Gauss (reduksi). Persamaan
linear yang telah dituliskan dalam bentuk matriks
tersebut dapat diperoleh matriks yang diperluas

(augmented matrix) sebagai berikut :

1 0 -2 |6
3 2 1 |12
6 -2 0 |6
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Untuk mereduksi matriks yang diperluas menjadi

matriks eselon dapat ditempuh dengan langkah-

langkah berikut :

a) Mempertukarkan elemen dua buah baris

b) Mengalikan elemen dalam sebuah baris dengan
factor yang tidak nol

c¢) Menambahkan atau mengurangkan kelipatan
salah satu elemen baris dengan (atau dari)
elemen dari baris lain.

Proses pengolahan matriks ini dikenal sebagai

reduksi baris atau eliminai gauss. Langkah-langkah

pengolahannya bebas sekehendak kita, asalkan

ditujukan pada pembentukan matriks eselon.

Contoh Soal :

Diketahui persamaan linear :

2x-z = 2

6x + 5y + 3z =7

2x-y = 4

Tentukan x,y,z pada persamaan linear tersebut

dengan menggunakan metode Gauss
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Penyelesaian:

Persamaan linear tersebut dapat dituliskan sebagai:

e 5 20

2 0 -1 |2
<6 5 3 |7>
2 -1 0 |4

Kurangi baris kedua dengan 3 kali baris pertama, dan

(o)

baris ketiga dengan 1 kali baris pertama. Langkah ini

menghasilkan :

2 0 -1 |2
(0 5 6 |1>
0 -1 1 |2

Sekarang tukarkan baris kedua dengan baris ketiga.

Matriksnya menjadi:

2 0 -1 |2
(0 -1 1 |2>
0 5 6 |1

Selanjutnya baris ketiga ditambah dengan 5 kali baris

kedua. Matriksnya menjadi:

2 0 -1 |2
(0 -1 1 |2>
0o 0 11 |11
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Dengan langkah ini matriks telah direduksi menjadi
matriks eselon. Akhirnya kita letakkan kolom sebelah

kanan kembali ke posisi semula.

55 )6

Dengan “substitusi mundur” dimulai dari baris yang
paling bawah, kita peroleh :

11z =11-»z =1

-y+z=2->y=-1

2x-z =2-ox= 2

Jadi, persamaan linear di atas menghasilkan :

x=§,y=—1,z=1

F. Determinan Matriks Bujur Sangkar

Setiap matriks persegi memiliki bilangan tersebut yang
disebut determinan. Determinan matriks merupakan jumlah
semua hasil perkalian elementer yang bertanda dari A dan
dapat dinotasikan dengan det(A). (Howard Anton , 1991: hal
67).

Yang diartikan dengan sebuah hasil perkalian elementer

bertanda dari suatu matriks A adalah sebuah hasil perkalian
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elementer pada suatu kolom dengan +1 atau -1. Sebelum

membahas penentuan besarnya determinan ini terlebih

dahulu menelaah kedua besaran berikut.

26

Determinan Minor

Determinan minor merupakan determinan yang
elemen-elemennya adalah elemen yang tidak
terpotong oleh garis horizontal dan vertical dari
determinan yang telah diketahui. Determinan minor
dari aj pada determianan A adalah determianan yang
diperoleh dengan menghilangkan baris i dan j pada
determinan A tersebut.

Contoh:

Sebuah determinan orde ketiga mempunyai 3 baris dan

3 kolom yaitu:

a b c
d e f
g h i

Masing-masing elemen dalam determinan inti berkaitan
dengan minor-minornya yang diperoleh dengan
menghilangkan baris dan kolom yang memuat elemen

tersebut.
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Misal, minor dari a adalah :

el —

Minor dari :

47—

Minor dari :

de[
g h i

Minor dari elemen yang lain dapat dicari dengan cara

T

’de
g h

yang sama dengan minor a, b, dan c.

Menghitung determinan orde

Untuk menghitung orde ketiga, kita tuliskan elemen-
elemen dari baris atas, kemudian masing-masing
dikalikan dengan minornya dan diberi tanda bergantian

pada suku-sukunya.

a b c
_ ef_ df| ’de
d‘;f‘“|hi| b|gi+cgh

Selanjutnya kita terapkan bagaimana menghitung

determinan orde kedua,
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a b c
d e f
g h i

= alei — fh] - b[di — fg] + c[dh — eg]

Karena nilai determinan orde ketiga ini merupakan
jumlah perkalian setiap elemen diagonal utama dan
sejajarnya dikurangi dengan jumlah perkalian elemen
diagonal samping dan sejajarnya, maka cara ini dikenal
dengan perkalian diagonal.
Contoh Soal :
1. Hitunglah determinan berikut
15 2
73 4| =} d sl deel] ]
HB)G)- WD}- 5{(NG)- D@} +
2{(M (M- 3)(2)}

= —122

-2
3
5

-2 3
3 4

5 6

detd = =2{(4)(=3) = (=2)(©)} = 3{()(=3) = (=2)(5)}
+4{(3)(6) - (D (5)}
det A =—11

4
—2‘ , hitunglah det 4
3

2. Jikad =

w,s o w

wn=[3 4 =l B-sk e g
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Kofaktor (C)

Kofaktor merupakan hasil perkalian antar (-1) pangkat

baris + kolom dikalikan matriks minor.

Contoh:

Misal, minor daria (M,) adalah:

a b c .
d e f |h
g h i

Minor dari (M) :

d % f‘ —»|d
g i g
Minor dari (M,):
7 o H —
g h i
Ca = (_1)1+1 M,

_+le f

_1|h i|
Cp= (D™* M,

[t

g i

C. = (_1)1+3 M,

d e
_1‘gh
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G. Kaidah Cramer

Pada pelajaran disekolah sudah sering mencari solusi
dari 2 persamaan dan 2 bilangan tak diketahui atau dari 3
persamaan dan 3 bilangan tak diketahui. Misal kita punya
persamaan x; + 2x, = 6 dan —3x, + 4x, = 4. Biasanya
kita menggunakan Metode Eliminasi atau Metode Substitusi.
Tapi saya akan mencoba dengan cara yang sedikit berbeda

yaitu dengan memanfaatkan Determinan Matriks, metode

ini dinamakann Aturan Cramer. Metode ini untuk
menyelesaikan persamaan seperti diatas atau lebih umum
mencari solusi dari n persamaan dan n bilangan tak diketahui.
Rumus yang akan digunakan pada Aturan Cramer ini dijamin
pada teorema dibawah ini.

Teorema:

Jika AX = B adalah sistem yang terdiri dari n persamaan linier
dalam n bilangan tak diketahui sehingga det(A) 70, maka
sistem tersebut mempunyai pemecahan yang uniq. Pemecahan

ini adalah

Det Al Det A2 Det An
X1 = y X2 = y esey Xn =
Det A Det A Det A
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dimana A; adalah matriks yang kita dapatkan dengan
menggantikan entri-entri dalam kolom ke-j dari A dengan entri-
entri dalam matriks.

b1
b2
b3

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut ini. Carilah solusi

B =

dari persamaan dibawah ini menggunakan aturan cramer.
Contoh:
1. Tentukan penyelesaian persamaan linier berikut
2X+3y =14
3X-2y =-5
Penyelesaian :

Pertama-tama kita tulis dulu kuncinya :

X=mb =22
DO DO
Jika kita hitung Do, D1, D, maka didapat :

po= 40 D=2 2 J-Caro)=3

Tentukan D1 dan D2 dengan cara yang sama:

_lel b1y _ |14 3|/ ov/aey .
D1_|C2 b2 _|_5 _2|_(28)(15)_ 13
_lal el _ ..\ _
D2-|a2 2 = (-10)-(42) = -52
Sehingga
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Tentukan nilai x1, x2, x3 dari persamaan linier berikut !
X1+2X3=6

-3X1 + 4X2 + 6X3=30

X1 —2X2+3X3=8

Ubah terlebih dahulu kedalam bentuk matriks.

1 0 2
A=1-3 4 6
-1 -2 3

Karena bilangan takdiketahui atau solusinya ada 3,
berarti kita bentuk matriks A;, A, dan As. Dengan matriks
A dibentuk dari matriks A dengan mengganti entri-entri
kolom pertama pada matriks A dengan nilai-nilai pada

sebelah kanan sama dengan ( = ) di persamaan diatas
6
yaitu [30]. Kemudian untuk membentuk matriks A,, kita
8
mengganti entri-entri kolom kedua matriks A dengan
6
30|, begitu juga untuk membentuk matriks A; yaitu
8

mengganti entri-entri pada kolom ketiga. Sehingga

diperoleh Ay, A; dan A; seperti berikut ini.
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6 0 2 1 6 2 1 0 6
A=130 4 6[,A,=|-3 30 6|,A;=.-3 4 30
8 -2 3 8 -2 3 -1 -2 8

Untuk menghitung determinan pada matriks A, A;, A, dan

A; dapat menggunakan Menghitung Determinan

Menggunakan Kofaktor.

1 0 2
det(A) = 4 6]
-1 -2 3
= anGy + anG + a3Gs
= a11(‘1)1+1M11 + a12(‘1)1+2M12 + a13(‘1)1+3M13
= anMy — asMy; + a3Ms3
14 6] -3 6] _[-3 4
‘1[—2 3]_0[—1 3]*2[_1 2]
=1[4(3)-6(2)] - o[-3(3)-6(-1)] + 2[-3(-2)-4(-1)]
=24-0-20
= 44
6 0 2
det(A) = [30 4 6
8 -2 3

= anCy + @G + ai3C3
= a11(-1)‘+1l\/l11 + a12('1)1+2M12 + a13(—1)1+3M13

= anMu — anMp + aizMy3

-6 [ ] [30 6] [30 4 ]
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= 6[4(3)-6(-2)] - 0[30(3)-6(8)] + 2[30(-2)-4(8)]

=144 -0-184
= -40
1 6 2
det(A) = |-3 30 6
-1 8 3
= anCn + anCpn + a13C13
= a11('1)1+1M11 + a12('1)1+2M12 + a13('1)1+3M13
= anMu — anMp + aizMy3
30 6 -3 6 -3 30
=1 [8 3]_6[—1 3]+2[_1 8]
=1[30(3)-6(8)] - 6[-3(3)-6(-1)] + 2[-3(8)-30(-1)]
=42+18 +12
= 72
1 0 6
det(As) =|-3 4 30
-1 -2 8

= anCy + anCp + a13C13
= a11('1)1+1M11 + a12('1)1+2M12 + a13('1)1+3M13

= anMqy — a2Mp + ai3My3

.14 30 -3 30 -3 4

ol S B P EC I

= 1[4(8)-30(-2)] - 0[-3(8)-30(-1)] + 6[-3(-2)-4(-1)]

=92-0+60=152
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Berdasarkan Teorema diatas, maka diperoleh:

i - DetA1_—40_-10
" Deta 44 11

Det A2_72_ 18
Det A 44 11
_ Det A3 152 38

Xz = = =
37 Deta 44 11

Xy =

H. Matriks Singular
Matriks kuadrat A = [a; ] dikatakan singular jika semua
elemen pada salah satu baris atau kolom adalah nol atau jika
semua kofaktor dari elemen suatu baris atau kolom sama
dengan nol. Untuk melihat kesingularan suatu matriks adalah
dengan menghitung determinan matriks tersebut. Apabila
determinannya sama dengan nol sebut adalah matriks
singular. Jika det(A) # o maka disebut matriks yang
nonsingular. Matriks nonsingular mempunyai invers,
sedangkan matriks singular tidak mempunyai invers.
Contoh:
Periksa apakah matriks berikut singular !
2 1 1
B= [4 2 2]

1 0 5
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Penyelesaian:

Mula-mula kita menghitung determinan dari B sebagai

berikut :
2 1 1
1 1 2 1 2 1
DetB“lL ?) §‘1|2 2_°|4 2+5|4 2| =©

Ternyata det B = 0, jadi B merupakan matriks singular.

I.  Adjoint Matriks

Adjoin matriks A adalah transpose dari kofaktor-
kofaktor matriks tersebut, dilambangkan dengan adj A = (k ;
)T. Cara untuk memperoleh adjoint dari suatu matriks bujur
sangkar adalah mengganti setiap elemennya dengan

kofaktornya dan kemudian ditranspose. Misalnya :

b11 b12 b13
B=|b21 b22 b23
b31 b32 b33

Dari sini kita dapat membuat matriks baru C yang elemen-

elemennya merupakan kofaktor dari matriks B

B11 B12 B13
C=|B21 B22 B23

B31 B32 B33
Dengan Bj adalah kofaktor b;;
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dan kemudian untuk mencari adjoint dari B, langkah
selanjutnya adalah mentranspose matriks C, jadi
Adjoint matriks B = CT

B11 B12 B13
B21 B22 B23
B31 B32 B33

B11 B21 B31
B12 B22 B32
B13 B23 B33

Contoh:
3 2 4
Diketahui sebuah matriks, yaitu |1 7 5]|.
7 2 3
Tentukan adjoint matriks tersebut !
— (1 \1+1 7 5 — . — (_1\1+2 1 5 _ .
k11= (1) 5 3| =M k12=(-1) 7 3| 732
1 7 2 4
=(-1)*3 - _ . = (1) - .
k13= (1) 7 9| =475 k21=(-1) 5 3l 72
3 4 3 2
— (-1)2+2 - _ . —(-1)2+3 - -
k22=(-1) 7 3 19; k23 = (1) 7 5 8;
2 4 3 4
=(-1)3*1 [ . =(-1)3+2 ——11-
k31=(-1) 7 & 18; k32=(-1) 1 gl =
3 2
= (1)3*3 =
k33=(-1) 1 7 18
K11 K12 K13 11 32 —47
C= [K22 K23 K23 =2 -19 8
K31 K32 K33 -18 -11 18
11 2 8
AdjQ=|32 -19 -11
—-47 8 18
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J. Invers Matriks

Invers matriks adalah lawan atau kebalikan suatu
matriks dalam perkalian yang dilambangkan dengan A™.
Definisi:

Jika matriks A dan B sedemikian sehingga AxB =B x A =1,
dimana | matriks identitas maka B disebut invers dari A dan A
invers dari B. Sehingga berlaku: A x A" = A" x A= |. Dimana |

adalah matrik identitas.

1. Invers Matriks Ordo 2x2

. _Ja b -1 _ 1 d —-b] _
Jika A= [C dy maka A T deta —C a ] -

1 d -b
ad—bc [—c a ]
Contoh:
Tentukan invers dari matriks D = [ 3 6

-7 11
Jawab:
_[3 —-6] _ o _ _

detd=|> 7| =300- N6 =
33-42 =-9

D_1=$[171 g]=—i9[171 g]=
[_11/9 _6/9]:[_11/9 _2/3]

s =3/ Ty =13
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2.  Invers Matriks Ordo 3x3

Langkah-langkah untuk mencari invers matriks M yang

berordo 3x3 adalah:
— Carideterminan dari M
— Transpose matriks M
—  Cari adjoin matriks
— Gunakan rumus
M= ! (adjoin(M))
det(M)

Contoh 1:

Tentukan invers dari matriks berikut ini
1 2 3
M =0 1 4
5 6 0

- Menentukan determinan matriks M:
det(M) = 1(0—-24)—-2(0-20)+3(0—-5) =1

- Transpose matriks M.

1 05
M"=[2 1 6
3 40
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Menentukan matriks kofaktor dengan menghitung

minor-minor matriksnya.

1 0 5
Mr=(2 1 6
340
1 6]_ _|12 6|_ 12 1
M11—4 0 =-24 M12—|3 0—18 M13—|3 4_5
_10 51_ _|1 5|_. 11 0
M=, O_-zoMzz_|3 O|_15 :\/123_|3 4 =4
_10 5| _ _|11 51_ 11 0]
Ma=ly 6= M32_|2 6|_4 M33_|2 1171
Sehingga diperoleh
-24 -18 5 + - + -24 18 5
=20 15 4|y [~ F | ey | 20 -5 4
-5 -4 1 + - + -5 4 1
Adjoin matriks M:
-24 18 5
20 -15 -4
-5 4 1
Invers matriks M, yaitu:
1—24 18 5 -24 18 5
M"=I 20 —-15 —-4|=| 20 -15 -4
-5 4 1 -5 4 1
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Contoh 2:

1 2 3
DiketahuiB= |0 4 5| ,tentukanB™!
0 0 6

Det(B) = |B| = k31.b31+k32.b32 +k33.B33
2 3 1 3 1 2
= (-1)3% -1)3+2 -1)3+3
(1) [4 5] .0+(-1) 0 5].o+(1) [O 4].6

=0+0+24=24

AdjB =
4 5 2 3 2 3
k11 k12 k13 +|0 6 _|0 6| +|4 S' g —12 -2
RIRCEE 1 3 1 31|
[kZl k22 kzgl_—|o > +|0 6| —|0 : _Io 6 —5]
k31 k32 k33 0 4 15 1o Lo o 4
+|0 0 _|0 0| +|0 4
1 1
1 — I
24 -12 -2 [ g 152]
11— _ _ - —_—
B = 0 6 51=10 " A
0 0 4 0 0 1
6
Sifat-Sifat
1. (A9t = A

2.(A+B)t=At+ Bt

3. (A.B)t = Bt. At

4. (A=A
5.(A.B)'=B". A"
6.A.B=C®|Al.[B|=]|C]|
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Contoh soal.

1.

Selesaikan persamaan linier berikut :

2X +y—52=-11

X-y-32=6
4x +2y-3z=-8
2. Periksa apakah matriks berikut singular ?
(2 4 1]
A=[4 2 1
7 1 3l
3. Tentukan adjoint dari matriks berikut :
[2 4 1]
B=I3 1 4
5 6 0
4. Tentukan nilai x dan y dengan metode invers matriks :
2X +3y =-1
5X + 4y =8
Jawaban.
1. Pertama-tama kita tulis dulu kuncinya,
x=21 Y= bz ,Z= b3
DO DO DO
kemudian kita cari masing-masing Do, D, D,, D; seperti
berikut :
2 1 =5
T e P R i
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Do = 2(3-2) - 1(-3-4) - 5 (2+4) =-21
Sekarang dengan cara yang sama Do, Ds, D,, D3 dapat dicari

sebagai berikut :
11 1 -5

-1 1 6 1 6 -1
Di=|6 -1 1[=n] || |+ (5] |
8 2 _3 2 -3 8 -3 -8 2
D; =-11(3-2) -1 (-18+8) -5 (12-8)= 21
2 -11 -5
6 1 1 1 1 6
D=1 6 1[=2]° |-cm|; |+9)] |
4 g —3 8 -3 4 -3 4 -8
D, =2(-18+18) + 11 (-3-4) -5 (-8-24) = 63
2 1 -11
6 1 1 6 1 -1
D3=11 -1 6 |=2 |_ ~ |1| B |+(-11)| |
4 2 g g8 -3 'l4 -8 4 2
D3 =2(8-12)-1(-8-24) -11(2+4) =- 42
Sehingga diperoleh:

Do =-21,D,=-21,D,=63, D3=-42

Dengan demikian :

D1 -21__ ., D2 _ 63 _ D3 —42

X= = =L = = - = =
Do -21 D0 -21 DO -21

Jadi,x=1,y=-3,z=2

2 4 1
2 1 4 1 4 2
2. DetA=14 2 1|=2 -4 +1
7 1 3 1 3 7 3 7 1

=2(6-1) - 4 (12:7) + 1(4-14)

=10-20+(-10)=-20
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Jadi, matriks A bukan matriks singular.

2 4 1

=3 1 4

5 6 0
Dari matriks B ini, didapat kofaktornya yaitu :

1 4 4 1 4 1
A11:+|6 |:-24, Ax=-|c |=+6 Asi=|] |=+5
A12=—|§ 4|_+2o A22 = +|5 0 =-5, A32=§ 1:—5

3 2 4
A13=+|5 6|=+13, A23 =- |5 ol =8 A33',=|3 (=10

—-24 20 13
Sehingga matriks kofaktor Badalah=| 6 -5 8
15 -5 -10
—-24 6 15
Dan transpose dari Badalah=| 20 -5 -5
13 8 -10
—24 6 15
Jadi adjoint matriks Badalah=] 20 -5 -5
13 8 -10

.A.x=B X:% x=A".B
[é i] : [;C/] = [_81] A'=——. Adjoint A
yI=ls 2[5

DetA=ad-bc=8-15=-7

Adjoint A = [_45 _23]
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A'=—— Adjoint A
detA

:—%'[—45 _23]
3

-2

[ 4

-7 7
5

| 7

7

b5 2|[5)=[]
Jadi,x=4dany=3.

3.  Perkalian Matriks Bujur Sangkar dengan Inversnya

Contoh:
1 0 1
Diketahui suatu matriks A=(2 1 1
2 1 2
1 1 -1
Sehinggainversnya adalahA'=[-2 0 1
0o -1 1

Bila A dikalikan dengan A”

1 0 19111 1 -1
2 1 1{|1-2 0 1

2 1 21L0 -1 1

1 0 O
=[0 1 O‘=
0 0 1
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Jadi apabila AxA" hasilya adalah matriks identitas, AxA™= |

Jika dilakukan perkalian antara A" dengan A

1 1 -1111 0 1
A'xA=|-2 0 1][2 1 1]
0 -1 1112 1 2
1 0 O
=10 1 O]:I
0 0 1

Jadi A"XA hasilnya adalah matriks identitas, A'xA= |,

Sehingga dapat disimpulkan bahwa AxA™ = A"xA

Matriks Ortogonal

Suatu matriks yang memenuhi hubungan A'= A",

disebut matriks ortogonal. Jika ruas kiri dan ruas kanan

dikalikan dengan matriks A, maka:

AAT = AAT

AA'= |, dengan demikian AAT=I.

Contoh:

Tunjukkan bahwa matriks,

1/¥3 16  1V2

A=[1/V3 —/2/3 0 | merupakan matriks ortogonal

46

1/¥3 1//6 -1V2
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- Matriks traspose dari A adalah

1/V3 13 143
AT=|1/46 —J2/3 1/\6
1/V2 0 -1V2

- Dan
AxAT=
1V3 1We 12 |[1/v3 13 143

1/vV3 —=J2/3 0 ||[1/v6 —2/3 1/V/6
1/V3 146 —-1V2][1/¥2 0o -1V2

[l+1+1 1_E+0 l l__
3 6 2 3 6 515 1 0 0
T_|1_2 1,2 1_2_ _
AXA—3 6+0 3+3+0 P O [8 é (1)]—
1,11 1.2, 1,1,
3 6 2 3 6 3 6

- Karena A x AT =I, maka A merupakan matriks ortogonal

L. Pemecahan Sistem Persamaan Linier Dengan

Metode Matriks dan Invers Matriks
Tinjau suatu sistem persamaan linier:

dnXq1+ dppXa + di3X3+ ... + AinXn = b1
dxX1+ d2Xa+ Ax3X3 + ..o+ AonXn = bz

d31X1+ d3aXy +d33X3+ ... + A3nXn = b3

AniX1+ anaXs +an3X3+ ... + AninXn = b4
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Sistem persamaan di atas dapat dituliskan dalam

bentuk matriks

aiq aqp Qi3 = An X1 bl
ar1 04y azs o Uon x.Z _ bz
Api Az An3 o Apgpl Hn by,

yaitu AX = b ( persamaan matriks) dengan

a1 @ 43 - gy X1 b,

a a azz - a, X2 b
A=|"21 722 i s X=|:|;danb=|"2

an1 QAnz An3 - QApin Xn bn

Jika kedua ruas persamaan matriks tersebut kita
kalikan dengan invers matriks A, diperoleh :
A'AX=A"b
Tetapi A'AX =1, jadi IX= A"b.
Dan karena IX=X, maka didapat
X=A'b

M. Penerapan Matriks dalam Sains, Teknologi,
dan Engineering

Salah satu penerapan matriks pada sains adalah saat
menyelesaikan masalah rangkaian arus listrik. Pada rangkaian

listrik, berlaku hukum Kirchoff yang terdiri dari dua bagian,
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yaitu hukum | Kirchoff dan hukum Il Kirchoff. Hukum Kirchoff
merupakan hukum yang menjelaskan rangkaian listrik
sederhana ketika arus listrik mengalir. Berikut penjelasan
mengenai hukum I Kirchoff dan hukum I Kirchoff.

Hukum I Kirchoff

Hukum [ Kirchoff dapat disebut sebagai Hukum Arus Kirchoff
yang berlaku pada rangkaian listrik yang bercabang. Hukum |
Kirchoff berbunyi: “Jumlah arus listrik yang masuk pada titik
simpul (percabangan) sama dengan jumlah arus yang

keluar”. Berikut ilustrasi bunyi hukum | Kirchoff.

e
Iy

Berdasarkan ilustrasi tersebut, diketahui bahwa I; sebagai
arus masuk, I, dan I3 sebagai arus keluar yang mana besar
kuar arus yang masuk melalui titik cabang a akan sama
dengan total arus yang melalui I, dan I3, secara matematis
dapat ditulis dengan I; = I, + I5. Sehingga, secara umum

hukum I Kirchoff dapat dinyatakan dalam persamaan berikut.

Elnasuk = Llketuar
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Hukum Il Kirchoff

Hukum Il Kirchoff dapat disebut sebagai Hukum Tegangan
Kirchoff yang berlaku pada rangkaian listrik yang tidak
bercabang. Hukum Il Kirchoff berbunyi: “Total beda potensial
(tegangan) pada suatu rangkaian tertutup adalah o”. Berikut

ilustrasi bunyi hukum Il Kirchoff.

Berdasarkan bunyi hukum II Kirchoff, maka total tegangan
pada rangkaian di atas adalah Vg, + Ve + Vg + V4, = 0.
Secara matematis, hukum Il Kirchoff dapat dirumuskan

sebagai berikut.

s N
Ye+ZXIR=0

Keterangan:

& = gaya gerak listrik

I = kuat arus listrik

R = hambatan listrik

- /
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Dengan menggunakan kedua hukum Kirchoff tersebut dan
konsep matriks, maka kita dapat dengan mudah

menyelesaikan permasalahan rangkaian listrik.
Contoh:
R
83 3
I3 :_> Tentukan kuat arus yang
L & F melewati setiap cabang
P Iy R, rangkaian listrik di samping !

R1:1.Q

&1 Rn plm &g =1V

R, =210
& =2V
R; =31
& =3V
Jawab:
Berdasarkan hukum I Kirchoff, diperoleh
L=L+1L
L-1L—-13=0 (1)

Berdasarkan hukum Il Kirchoff, diperoleh
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LOOP 1
& +& =1LR, — I3R3
2+3 =21, -3
5=2,-3I (2)
LOOP 2
& +& =LR + LR,
1+2=1+2],

Persamaan (1), (2), dan (3) dapat dituliskan kembali ke dalam

bentuk matriks seperti berikut.

1 - —111h 0
1 2 0 1Ll 3

Menentukan nilai I;, I,, dan I3, yaitu dengan mencari

determinan matriks

1 -1 -1
Do=l0 2 =3/=16)+13)-1(-2)=11
1 2 0
0 -1 -1
D,=|5 2 -3=0+4+1(9)—-1(4)=5
3 2 0
10 -1
D,=10 5 —3|=1(9)—0—1(-5) = 14
13 0
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1 -1 0
D;=10 2 5/=1(-4)+1(-5)+0=-9
1 2 3
Sehingga diperoleh,
—Di_5
L = Dy 11 A
=D _ 14
I = Dy 11
D3 9
13 - D_O 11 A

Selain penerapan dalam sains, matriks juga dapat
diterapkan dalam teknologi dan engineering, salah satunya
pada kriptografi. Kriptografi adalah ilmu untuk mengubah
naskah asli suatu pesan menjadi naskah acak menggunakan
kunci enkripsi agar sulit dibaca oleh orang lain. Aplikasi
matriks dalam kriptografi terbagi menjadi dua tahap, yaitu
tahap mengirim pesan dan tahap menerima pesan. Pada
tahap mengirim pesan, pengirim harus:

- menuliskan isi pesan dan aturan konversi,

- menuliskan pesan dalam bentuk konversi,

- menuliskan pesan dalam bentuk matriks,

- menentukan matriks kunci, sehingga didapat pesan akhir

hasil acak yang akan dikirim.
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Contoh:

Seseorang akan mengirim pesan yang berisi “BE SELF

FOREVER”, maka pengirim harus melalui langkah-langkah

berikut:

54

Menentukan isi pesan: BE SELF FOREVER.

Menentukan aturan konversi, misal:

A, B, | SE ) ; T !
'+ {
L 2 o T X, 27, IR, 29, 30, 31

Menuliskan pesan berdasarkan aturan konversi, maka
pesan menjadi:
25271951262761518 522518 29

Menuliskan pesan dalam matriks, misal matriks M

_[2 5 271 19 5 12 6 27]
|6 15 18 5 22 5 18 29|

Menentukan matriks kunci, missal matriks A berukuran

2x2,

S
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- Menuliskan matriks konversi, misal: P=AM, sehingga

p={2 3]f2 5 & 1@ 5 12 & ]
1 2]l6 15 18 5 22 5 18 29]
[4+%8 10145 S4+54 29015 10+ 66 24415 12451 5S4+ @y

2712 5+30 2r+36 19+10 S+44 13010 G306 27+ 66|
_[22 55 106 53 76 3@ 6R m]
[14 3% 83 29 4 I 42 B4
- Berdasarkan matriks tersebut, diperoleh pesan yang
akan dikirim, yaitu
2255108 53 76 39 66 14114 35 63 29 49 22 42 85
- Kemudian, perangkan pesan yang dikirim ke penerima
adalah pesan akhir hasil acak, aturan konversi, dan

matriks kunci.

Selanjutnya, sebagai penerima pesan, untuk dapat
membaca pesan, maka penerima pesan harus menulis pesan
dalam bentuk matriks, kemudian untuk menentukan matriks
hasil konversi awal, penerima dapat menggunakan konsep
perkalian matriks dan invers matriks. Setelah itu,
menggunakan aturan konversi untuk mengubah pesan ke

pesan awal.
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Contoh:
Berdasarkan perangkat pesan yang diterima pada contoh
sebelumnya, penerima pesan menuliskan pesan yang
diterima dalam bentuk matriks, misal matriks P, yaitu
p= [22 55 108 53 76 39 66 |4|}
|14 36 63 28 48 22 42 85
Dengan menggunakan matriks kunci pada contoh
sebelumnya, yaitu matriks A, diperoleh invers matriks A

sebagai berikut.

1.2 3
A=
-1 2
Sehingga, penerima pesan dapat mencari matriks M,
diperoleh.
a-alp =[2 A= 5= e 53 7 3 B W
§ _:-'_'_!I-I 15 #% 2 449 FF 42 r-.;_

[ -2 110-105 PIG-189  106-AT 15ZSMT TE-BEC 1AR-4RG PeR-255 ]
A4 2R SR Th JJ0He 1 -ER+RE ST+ 0B 304 48 e 84 140 |."-I_:

205 W o5 12 & F
B 15 18 5 2 5 15 =

o=y

Berdasarkan matriks M, dapat dituliskan pesan dalam bentuk
deret bilangan, yaitu

2527195126276151852218 29
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Berdasarkan aturan konversi, maka deret bilangan di atas
dapat diubah ke pesan awal, yaitu “BE SELF FOREVER”.
Aplikasi matriks lainnya pada bidang teknologi adalah
pada pengolahan gambar. Sebuah gambar dapat
didefinisikan sebagai fungsi dua dimensi f (x, y) dimana x dan
y adalah koordinat bidang dan f(x, y) merupakan intensitas
cahaya gambar pada sebuah titik (x,y). Sementara itu,
gambar digital (digital image) merupakan sebuah gambar
yang telah melalui proses sampling & quantisizing. Pada
awalnya, sebuah gambar bersifat kontinu. Dengan
melakukan proses sampling & quantizing, gambar ini diubah
menjadi bersifat diskrit. Proses sampling adalah proses untuk
mengubah koordinat gambar menjadi bersifat diskrit. Hal ini
dilakukan dengan membagi gambar menjadi petak-petak
satuan yang disebut dengan piksel (pixel). Sementara itu,
proses quantizing adalah proses pemberian nilai intensitas
pada tiap-tiap piksel. Setelah melalui kedua proses ini,
gambar digital dapat dipandang sebagai sebuah matriks
berukuran m x n, dimana m adalah ukuran panjang gambar

dan n adalah ukuran lebar gambar dan elemen di dalam
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matriks merupakan intensitas warna pada setiap piksel di

dalam gambar.

Terdapat beberapa alternatif representasi gambar

menggunakan matriks.

a.

58

Binary Image
Gambar disimpan dalam bentuk matriks yang
elemen-elemennya berisi 0 dan 1. Binary image hanya

dapat menampilkan dua buah warna, yaitu hitam (0) dan

Grayscale Image

Gambar disimpan dalam bentuk matriks yang elemen-
elemennya berada di dalam rentang o (hitam) sampai
255(putih). Bilangan diantara o & 255 merepresentasikan
warna abu-abu. Representasi gambar dalam bentuk
grayscale image sering digunakan dalam pemrosesan
citra. Gambar berikut direpresentasikan dalam bentuk

grayscale image, (kanan) cuplikan isi matriks pada
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gambar. Perhatikan bahwa nilai elemen-elemen matriks

berada pada rentang 0-255

c. RGB

Gambar disimpan dalam bentuk matriks, yang elemen-
elemennya berupa tripel (x1,x2,x3) dimana x1 adalah
intensitas warna merah, x2 adalah warna hijau dan x3
adalah warna biru. Intensitas masing-masing warna
berada dalam rentang o — 255. Perhatikan gambar di
bawah. Pada komponen R (merah), bagian kiri gambar
memiliki intenstitas yang tinggi (ditunjukkan dengan
grayscale image yang berwarna putih). Ini menunjukkan
bahwa intensitas warna merah paling tinggi berada di
bagian kiri gambar. Untuk mengolah gambar dalam
format RGB, gambar dipisahkan terlebih dahulu menurut
komponen-komponennya.  Selanjutnya, komponen-

komponen itu diproses dengan menganggap komponen
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tersebut sebagai grayscale. Setelah diproses, komponen

itu digabungkan kembali menjadi gambar RGB yang utuh

R G B EGB

Indexed Image

Gambar disimpan pada dua buah matriks. Matriks
pertama memiliki ukuran yang sama dengan jumlah pixel
pada gambar. Setiap elemen pada matriks ini adalah
sebuah bilangan yang merupakan kode warna.
Sementara itu, matriks kedua (disebut juga color map)
menyimpan nilai intensitas warna yang bersesuaian
dengan kode warna pada matriks pertama.

|- (07022 (0,100,30) ]

P =)
Tl L 0,70,32)  (0,100.30)

i 7

: 0 1y 0
Lo = Map = i -
T Ilrl:l 1 r i I:.\.l':| 1041 ‘!-[!'|I

Matriks di atas menunjukkan konversi gambar yang
direpresentasikan dengan RGB menjadi indexed image.
Pada indexed image, kode warna 0 mengacu pada (0, 70,

30) dan kode warna 1 mengacu pada (o, 100, 30).
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Representasi gambar menggunakan indexed image dapat
mengurangi besarnya ukuran penyimpanan data.

Selain itu permasalahan yang rumit di dunia teknik
sipil dapat diselesaikan dengan menggunakan matriks
dengan lebih mudah dan efisien. Salah satunya adalah
penyelesaian seluruh persamaan dalam penyelesaian
mekanika teknik bangunan gedung bertingkat yang tentu
saja persamaannya akan sangat banyak dan rumit. Tetapi
dengan bantuan matriks maka penyelesaian dapat lebih
disederhanakan. Selain itu, pada analisis matriks terdapat
dua cara yang digunakan dalam teknik sipil, yaitu metode
kekakuan dan metode fleksibilitas.

Pada teknik sipil juga dikenal analisis derajat
ketidaktentuan kinematis. Analisa ini dimulai dengan
mengambil lendutan di titik-titik diskrit sebagai sasaran
yang harus dihitung. Ini dilakukan untuk mengetahui
dimana harus dipasang besaran lendutan yang akan dicari
tersebut. Hal pertama yang harus diketahui adalah
berapa derajat ketidak tentuan kinematis atau istilah
lainnya derajat kebebasan dari struktur. Derajat

ketidaktentuan kinematis adalah suatu besaran yang
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menyatakan jumlah komponen bebas dari lendutan di
titik diskrit yang mungkin terjadi yang berhubungan
dengan diberikannya suatu pembebanan pada struktur.
Derajat ketidaktentuan ini dapat dinyatakan dalam
bentuk matriks untuk setiap titik diskrit yang mungkin
terjadi.

Sementara aplikasi matriks pada teknik mesin dapat
digunakan pada sistem perpipaan. Misal diketahui sistem
perpipaan seperti pada gambar di bawah. Jika diketahui
debit aliran pada x4 = 300 liter per jam maka tentukan
debit aliran pada x;, x,, dan x3. Penentuan solusi dari
masalah  tersebut dapat diselesaikan  dengan
menggunakan eliminasi Gauss Jordan untuk masing-

masing node A, B, C, dan D.
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LATIHAN SOAL

3 6 —-12 16 20
. . . -2 7 4 6 -3
1. Diketahui matriks A =
5 -6 12 4
-11 4 10 15 5

a. Tentukan ordo matriks A

b. Sebutkan elemen-elemen pada baris ke-2
c. Sebutkan elemen-elemen pada kolom ke-3
d. Sebutkan elemen a3

e. Sebutkan elemenasg

2. Tentukan nilai a dan b dari kesamaan matriks berikut :
Ca+b ] [ 4a-5
* |2a-15| |6a+7b
X 7 Sa-b] [7 10
" 2a+3 14 | |-4 14

[ 24 2+a [ 10 2b+1
|b+3 8 la+l a+b
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3. Tentukan

nilai x, y, dan z dari kesamaan matriks berikut:

x 3] [4 x-1
a. =
-y z| [z -2
b, 9 22_:_x2 x—1
-y <4 LY 2z
[x-5 2x—11
C. =
13-y y+9
. ) 2x—-y 3x 7 -4
4. Diketahui P = danQ=
xX+2y x+y -2y -1
Jika P = Q", maka tentukan x -y
5. Selesaikan operasi matriks berikut :
[2a Ta
a. +
| b -3b
2m 1]
b. -
| 3n -4
[2a¢ bl [ a 2b
C. +
13a —=b| |-4a b
d [2x 3y| [x -y
' —x 2y] |[-x 2y
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6. Diketahui

{ 5 3} {—2 7} {8 —2}
P= , Q= ,danR =
-2 —4 3 -3 6 9

Tentukan:
a. P+Q
b. Q-R

C. (P+Q)—R
d. P+(Q-R)

7. Tentukan matriks X nya, jika X berordo 2x2

10 O 0 2
a. X+ =

0 1 2 1

3 5 4 -7
b. X- =

-2 1 5 3

I

8. Tentukan x, y, w, dan z jika diketahui :

3x 3y_x—1jL 4 X+Yy
3z 3w| |6 2w| |z+w 3

9. Diketahui matriks-matriks sebagai berikut :
-3 2 2 4 23
A= , B= , C=
4 3 3 2 21
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10.

1.

12.

13.

66

Tentukan:
a. AB
b. B.A
c. B.C
d. (A.B).C
e. A(B.C)

f. Buatlah kesimpulan untuk a dan b, sertad dan e

J'kP1a+b _a—lOdR_IO
Ia_bc’Q_—cd’an_Ol

Tentukan nilai d jika P + QT = R?

Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan :

A R |

Tentukan nilai x dan y dari persamaan berikut :

A

Tentukan matriks X nya:

e
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14. Tentukan nilai x +y, jika diketahui :

2 =3 x 3
HE NN
15. Dengan menggunakan matriks selesaikan sistem
persamaan linear berikut :
a. 2x-3y=-1
X+2y =1
b. 3x+y=7
X—3y =-1
16. Tentukan nilai I1, 12, 13, 14 pada rangkaian listrik berikut!

—

10V R1

| >

I' R2M
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Vektor dan Aplikasinya

A. Pengertian Skalar Dan Vektor

Besaran-besaran Fisika ditinjau dari pengaruh arah
terhadap besaran tersebut dapat dikelompokkan menjadi :
1. Skalar : besaran yang cukup dinyatakan besarnya saja
(tidak tergantung pada arah). Misalnya : massa, waktu,
dan energi .

2. Vektor : besaran yang tergantung pada arah. Misalnya :
kecepatan, gaya, momentum.

Besaran Vektor dapat disajikan dengan menggunakan
suatu bilangan real, kemudian diikuti dengan sistem suatu
yang sesuai. Secara geometri, besaran vektor dapat disajikan
dengan ruas garis berarah. Panjang ruas garis menyatakan
panjang atau besar vektor, sedangkan arah anak panah

menunjukan arah vektor.
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B. Notasi Vektor

1. Notasi Geometris.
a. Penamaan sebuah vektor
Dalam cetakan : dengan huruf tebal : a, B, d.
Dalam tulisan tangan : dengan tanda — atau —
diatas huruf E:_BTE)
b. Penggambaran vektor
Vektor digambar dengan anak panah seperti pada

gambar berikut.

/B
a —_— d

Panjang anak panah menunjukkan besar vektor.
Arah anak panah menunjukkan arah vector.
2. Notasi Analitis
Notasi analitis digunakan untuk menganalisa vektor
tanpa menggunakan gambar. Sebuah vektor a dapat
dinyatakan dalam komponen-komponennya sebagai

berikut :
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ay : besar komponen vektor a dalam arah sumbuy

ax : besar komponen vektor a dalam arah sumbu x

3. Dalam koordinat kartesian :
Dalam koordinat kartesian, kita mengenal vektor arah
[vektor satuan, yaitu vektor yang besarnya 1 dan
arahnya sesuai dengan yang didefinisikan. Misalnya
dalam koordinat kartesian : i, j, k. yang masing masing
menyatakan vektor dengan arah sejajar sumbu x,
sumbu y dan sumbu z. Sehingga vektor a dapat ditulis :
d=axi+ayj

dan besar vektor a adalah:

a= /axz + ay?
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4. Kesamaan Vektor
Dua vektor a dan b dikatakan sama (ekuivalen), jika dan
hanya jika kedua vektor itu mempunyai panjang dan
arah yang sama. Dua vektor yang sama, ditulis a=Db
(perhatikan gambar a). Sebagai contoh, perhatikan

kubus ABCD.EFGH pada gambar b. Misalnya AH wakil
dari vektor a dan BG wakil dari vektor b, maka a=b (a

sama dengan/ ekivalen b) sebab AH dan BG

mempunyai arah dan panjang yang sama.

1 G
- E L F
a 1 :
B) III. :
.Il ‘,..z ................ C
() A e
C. Vektor Satuan dan Vektor Nol
Jika sebuah vektor A dibagi dengan besarnya, [%] =%

diperoleh sebuah vektor yang besarnya satu arahnya searah
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vektor A. Vektor ini disebut vektor satuan dari vektor A biasa

|:l>¢
N e

dinotasikan sebagai a. Sehingga d = [ =

By

D. Operasi Penjumlahan dan Pengurangan
Vektor

e

Jika diketahui dua vektor A dan B seperti pada gambar di

ool

atas, bagaimana kita menjumlahkan kedua vektor (4 +B)
tersebut?

Tanda + dalam penjumlahan vektor mempunyai arti

dilanjutkan.
JadiA+B mempunyai arti vektor A dilanjutkan oleh vektor

B. .
B

)

- —

+ B

Dalam operasi penjumlahan berlaku :
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1. Hukum komutatif

—

B
A /
A
- A+B=EB+4
B
2.  Hukum Asosiatif
B
A ¢

- — - -

A+B)+C=4 +(B +0)

Opersai pengurangan dapat dijabarkan dari opersai

penjumlahan dengan menyatakan negatif dari suatu vector,
yaitu B - A = B + (-4)

B

ool
|
=~
|
N

Vektor secara analitis dapat dinyatakan dalam bentuk :
A=Axi+Ayj+Azkdan
B=Bxi+Byj+Bzk
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Maka operasi penjumlahan/pengurangan dapat
dilakukan dengan cara menjumlah/mengurangi komponen-

komponennya yang searah.

- —

A+ B=(Ax+Bx)i+(Ay+By)j+(Az+Bz)k
A-B=(Ax-Bx)i+(Ay-By)j+(Az-Bz)k
Contoh:
1. Jika A= 5i + 6j+ 4k dan B=2i+ 3j, tentukan:
a. Besar vektor A dan vektor B
b. Penjumlahan dan pengurangan dari kedua vektor
¢. Arah cosinus dari penjumlahan kedua vektor

Penyelesaian :

a. A= 5i + 6j+ 4k dan B=2i+ 3
A|-V5TF 62 ¥ 22 =77, |B|-V2Z 3+ 07 =
\/1_3

b. A+B= (5+2)i + (6+3)j+ (-4+0)k= A=7i+ 9j- 4k
A-B=(52)i + (6:3)j+ (4-0)k= A= 3i + 3 4k

¢. Komponen penjumlahan vektor pada sumbu x=7,
Komponen penjumlahan vektor pada sumbu y=9,
Komponen pada sumbu z=4, dan besar vektor

penjumlahan adalah:
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|4 + B|=\V72 + 9% + 4% = V146
Maka arah cosinus pada penjumlahan vektor A dan

vektor B adalah

, COs y=—

7 4
Cos a=——, Cos B= NeYT:

2. Dua buah vektor gaya F = 10N, F = 5N terletak dalam
bidang (x,y) dengan membentuk sudut masing-masing
30 ° 90 ° dengan sumbu x. Tentukan besar dari
penjumlahan kedua vektor gaya tersebut serta arahnya.
Penyelesaian :
Ceri komponen setiap gaya, kemudian jumlahkan setiap

komponen yang sejenis, maka besar resultan gaya R dan

arah resultan gaya a dapat dihitung .

?1: 10N, ?1x:?1 cos a= 10 cos 30 °= 5\/3 N

—

F 1y=F1 sina= 10sin30°=5N

!

F »= 5N, F »=F > cos a= 5¢€0s90°=0N

&

2y=F2 sina= 5sin90°=5N
Dan resultan gaya,

Rx= F)zx +F2x: 5\/3 N; R y = ?Zy +F2Y: 10N

R=Rx i+ Ry j= 5V3N+ 10N, R=+v125 + 100 = V225 = 15

5V3 3 V3
Cosa=——=—,a=arccos—
15 3 3
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E. Operasi Perkalian Vektor
1. Perkalian vektor dengan skalar

Contoh perkalian besaran vektor dengan skalar dalam
fisika : F = ma, p = mv, dimana m: skalar dan a,v: vektor.
Bila misal A dan B adalah vektor dan k adalah skalar
maka, B=k A

Besar vektor B adalah k kali besar vektor A sedangkan
arah vektor B sama dengan arah vektor A bila k positip
dan berla-wanan bila k negatip. Contoh: F = qE, g adalah
muatan listrik dapat bermuatan positip atau negatip

sehingga arah F tergantung tanda muatan tersebut.

2. Perkalian vektor dengan vektor.
a. Perkalian dot (titik)
Contoh dalam Fisika perkalian dot ini adalah: W =F.
S
P=F.v, ®=B.A.
Hasil dari perkalian ini berupa skalar.
i
2]

B
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Bila C adalah skalar maka

-

C=AeB=ABcos®

atau dalam notasi vektor

-

C=4 ¢ B =AxBx +Ay By + Az Bz
Dalam perkalian dot, berlaku sifat komutatif dan

distributif, yaitu

- @ —

— Komutatif: 4 « B= Be A
+

—

— Distributif: 4 ¢ (B ) AeB+AeC

Contoh:

1. Tentukan sudut antara A=2i +j -k dan B = 2i - 2j.
Penyelesaian :
Karena yang akan dihitung adalah sudut diantara
dua vektor maka kita gunakan perkalian dot pada

kedua vektor tersebut.

-

AeB=(2i+j-2k).(2i-2)=-4-2+0=-62

4| = 22+ 12+ (—2)2 =3,

|B| = V(2% + (=2)? + (0)2 = 242
|4||B| = 3)(2v2) = 6v2

iF .
|/_1)||§| = ?atau a =135

Cosa-=
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2. Diketahui 4 = 2i —-j+2k
a. Tentukan vector satuan yang searah dengan A
b. Cari vektor yang sejajar dengan A yang
besarnya 12
Penyelesaian:

a. Vektor satuan sejajar A =2i—j + 2k

A 2i-j+2k __ 2i—j+2k _ 2i-j+2k

||~ I2i-j+2k]  J2Z+(-1)2+22 3

Misalkan vektor yang sejajar dengan A=2i -j+

a=

2k dan mempunyai besar 12 adalah vektor B
B =Bii - Byj + Bk
Untuk dapat mencari setiap komponen vector

B, gunakan persamaan

Ax_Ay_Az
By By By
2 -1 2
By By By

Dari persamaan ini diperoleh hubungan
2B, = -B, atau By= B
2By = 2Bx atau By= Bx
Sekarang  sisipkan  komponen-komponen

kedalam persamaan
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|§| = /Bx% + By? + Bz?
Bx* + By> + B2 =144
Bx* + %Byz + B2 =144
Diperoleh,
Bx=8, By=-4 B,=8
Kerena ketiga komponen sudah didapat maka
vector B yang sejajar vector A yang mempunyai
besar 12 adalah:

B=B.i+B,?j+ B2k = 8 i 4 + 8k

b. Perkalian cross (silang)

Bila C merupakan besar vektor C, maka

C=AxB =4 Bsin®
atau dalam notasi vektor diperoleh :
A x B =(Ay Bz- Az By) i + (Az Bx - Ax Bz) j + (Ax By — Ay Bx) k
Karena hasil yang diperoleh berupa vektor maka
arah dari vektor tersebut dapat dicari dengan arah
maju sekrup yang diputar dari vektor pertama ke

vektor kedua.
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Berikut ini sifat-sifat perkalian silang pada vektor
satuan yang sejenis:

= [ Xi=1X1Xsin0°=0

= jXj=1%Xx1Xsin0°=0

" kXk=1Xx1Xsin0°=0

Berikut ini sifat-sifat perkalian silang pada vektor

satuan yang tidak sejenis:

ixj=k
JXk=1
kxi=j
iXk=—j
kxj=-—i
jXi=-k
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Contoh:

Tentukan vektor yang tegak lurus terhadap vektor i- 3j+ 2k

dansi-j-4k
Penyelesaian :
i j kK
(i-3j+2k)x(5i-j-4k)=[1 -3 2
5 -1 4
=((12+2)i+(10+4)j+((-1)+15)k
=14i+14j+14k

3. Perkalian Tiga Vektor
a. Perkalian tiga vektor yang menghasilkan skalar
Perkalian tiga vektor 4 - (§ X 5) yang menghasilkan

skalar dapat ditulis sebagai:

A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
Ay A, A,
A-(BxC)=|Bx B, B,
Ce C, Cy
Contoh:

Buktikan bahwa volume sebuah paralel epipidum
yang sisinya vektor A, B, Cadalah 4 - (B x C).
Bukti:
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Sekarang, marilah kita memperhatikan gambar
dibawah ini:
Luas alas dengan sisi-sisi vektor B,C adalahB x C

= |B||C| sin ap dan vektor ini tegak lurus terhadap

bidang alas.

v
B x CR
A
PN

Tinggi paralel epipidum ditarik dari terminal vektor A
, besarnya t = |A| cos B adalah sudut”diantara
vektor 4 dan tinggi t. Karena tinggi t sejajar dengan

vektor tegak lurus bidang alas atau t // (§ X 6) maka

sudut B sama dengan sudut antara vektor dengan

(§ X (_f) Dengan demikian volume paralel epipidum
dapat ditentukan sebagai berikut :
Volume = ('Luas alas ) ( tinggi )

\Y = [|§| |E| sin a][|K| cos B]

=(BxC)-Ad=4-(B x C)
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b. Perkalian tiga vektor yang menghasilkan vektor
Perkalian tiga vektor A, B, C yang menghasilkan
vektor dapat dinyatakan sebagai :

Ax(BxC)=(A-C)-B—(A-B)-C
Pada A x (B x C) diperoleh hasil cross vektor A
dengan vektor yang dihasilkan (B x C) . Untuk
perkalian A X (B x C) diperoleh vektor dari hasil
perkalian (A X B) dengan vektor C. Jadi tanda
kurung pada perkalian tiga vektor perlu dituliskan
karena arah vektor yang dihasilkan dari perkalian
tiga vektor ditentukan oleh vektor yang mana
terlebih dahulu dicrosskan.
Contoh:
Tentukan momentum sudut, L dari massa m yang

diputar dengan sudut.

Perhatikan gambar berikut: ‘.

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 83



Kita ketahui momentun sudut, L dirumuskan
sebagai:

L=rxmv=mrxv

Disubstitusikan

V=wxr

Ke dalam persamaan, diperoleh momentum sudut
dalam bentuk perkalian tiga vektor yang
menghasilkan vektor,

L=rxmv=mrx(wxr)

F. Diferensiasi Vektor

Pada vektor berlaku semua aturan dalam kalkulus.
Fungsi vektor adalah vektor yang bergantung dari variabel
skalar. Diferensiasi biasa untuk fungsi bergantung dari satu
variabel dan diferensiasi parsial diperoleh dari diferensiasi
terhadap fungsi vector yang bergantung dari lebih satu
variabel bebas.
1. Diferensiasi Biasa dari Vektor

Jika diketahui fungsi scalar ¢(t) dan fungsi vector A(t) =
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(t)k maka kita dapat menyatakan
a. Diferensiasi dari vector A,

dA dAx(t). dAy(t). dAz(t
d4_ X()I+ y()]+ Z()k
dt dt dt 2a

b. Diferensiasi dari perkalian fungsi scalar ¢(t) dengan

fungsi vector A(t) adalah

%[‘P(t)][A(t) _ i_(f A+ c;_1:

c. Diferensiasi dari vector A(t) )dot vector B(t) adalah,

—

dB

d d4
a[A(t) L4 B(t) = E' B+Ae T

d. Diferensiasi dari vector A(t) cross vector B(t) adalah,

—

dA4 dB
x B+A x —
dt dt

SIA() < B(t) =

2.  Diferensiasi Parsial dari Vektor-Vektor
Jika A adalah suatu vector yang bergantung pada lebih
dari satu variabel skalar, katakan x, y, z misalnya maka
diferensiasi parsial dari A (x,y,z) terhadap masing-

masing variabel dituliskan sebagai :
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?3_1: ; jika'y, z dianggap konstan
oA .. .
7 jika x, z dianggap konstan

22 jika x, y dianggap konstan

G. Penerapan Vektor dalam Sains, Teknologi, dan
Engineering

Dalam dunia teknologi, kita mengenal yang namanya
GPS (Global Positioning System). GPS adalah system yang
dibuat untuk menentukan letak suatu benda di permukaan
bumi dengan bantuan penyelarasan sinyal satelit. Tanpa kita
sadari, prinsip kerja GPS secara tak langsung juga
menerapkan vector. Cara GPS dalam menentukan posisi
suatu benda bergantung pada perhitungan data-data yang
diterima dari satelit-satelit. Receiver system pada GPS
kemudian menghitung jarak dari setiap satelit dan
menentukan posisinya. Metode ini kemudian dapat disebut
sebagai metode trilateration. Berikut ilustrasi metode

trilateration.
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Satellite 1

Receiver Location Satellite 1

The three
satellites together
provide the exact
location of the

receiver device.

Buzzie com

[lustrasi tersebut dapat kita ubah ke bentuk R2, yaitu

Sedangkan dalam bentuk vector, kita peroleh.
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Berdasarkan ilustrasi tersebut, dapat kita tentukan
posisi suatu benda dengan menghitung jarak setiap satelit ke
receiver.

Selain dalam teknologi dan engineering, dalam
pembelajaran sains kita mengenal vektor sebagai salah satu
jenis besaran. Besaran merupakan segala sesuatu yang dapat
diukur dan dinyatakan dengan angka. Berdasarkan nilai dan
arahnya, terdapat dua jenis besaran, yaitu besaran skalar dan
besaran vektor. Besaran skalar merupakan besaran yang
hanya memiliki nilai. Sedangkan besaran vektor merupakan
besaran yang memiliki nilai dan arah. Contoh besaran vektor
yaitu gaya, berat, kuat arus, kecepatan, percepatan,
perpindahan, posisi, dan lain-lain. Berikut ini contoh
penerapan vektor dalam fisika.

1. Gaya tegang tali yang menopang benda tergantung

pada tali tersebut, membentuk dua vektor gaya yang
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saling seimbang (diam), dimana T =w . Hal ini

diilustrasikan pada gambar berikut.

}

w
2. Benda yang digantung dengan tiga tali berikut,
mengakibatkan keseimbangan gaya. Gaya ke bawah
(berat benda) sama dengan jumlah gaya ke atas, secara
matematis dapat dirumuskan sebagai T; sinf +
T, sin a. Sedangkan gaya ke kiri sama dengan gaya ke
kanan, yaitu T; cos B = T, cos a, seperti pada gambar

berikut.

3. Benda yang menuruni sebuah bidang miring. Suatu

benda yang diletakkan di suatu bidang miring dapat
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turun karena terdapat komponen gaya berat searah
dengan bidang miring. Sedangkan besarnya gaya
normal sama dengan komponen gaya berat tegak lurus
bidang miring. Untuk dapat menyelesaikan
permasalahan ini, diperlukan penguraian vektor pada
benda terhadap bidang miringnya seperti pada gambar
berikut.

I wsina
W COS O .

*
W a

Arah gerak perahu merupakan resultan dari dua vektor
kecepatan yaitu kecepatan perahu dan kecepatan air.
Penguraian vektor pada arah gerak perahu dapat

diilustrasikan pada gambar berikut.

VP Vg

e

Perpindahan suatu benda dapat terjadi karena adanya
usaha dan gaya. Dalam hal menghitung usaha, maka

gaya yang membentuk sudut tertentu terhadap bidang
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datar harus dibuat searah (di uraikan ke sumbu
mendatar) sebelum dikalikan dengan  vektor
perpindahannya. Penguraian vektor gaya dalam
perpindahan benda dapat dilihat pada gambar berikut.

F
a

. Fcosa
5.  Memprediksi arah gerak suatu benda yang dipengaruhi
dua gaya tidak segaris, pertama anda harus
menguraikan gaya yang tidak segaris dengan
perpindahan, kedua membandingkan besar gaya ke
kanan (hasil penguraian) dan ke kiri. Anda akan peroleh

resultan gaya, dari resultan tersebut diketahui arah

perpindahannya.

Contoh:
Sebuah balok bermassa 1.5 kg didorong ke atas oleh gaya
konstan F = 15 N pada bidang miring seperti pada gambar.
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Anggap percepatan gravitasi (g) 10 ms ~? dan gesekan antara
balok dan bidang miring nol. Tentukan usaha total yang

dilakukan pada balok.

/‘\/‘

Jawab:

Untuk menentukan besar usaha yang perlu dilakukan pada
balok, terlebih dahulu kita uraikan vektor yang terjadi pada

balok saat terletak di bidang miring.

/

30°
y

W - cos 30°

P
W - sin 30°
w
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Berdasarkan uraian vektor tersebut dan karena gesekan pada
bidang adalah nol, maka resultan gaya pada sumbu bidang
miring adalah:
XF, =F —W-sin30°
=F—m-g-sin30°

=15—1.5-1o-§
—15-75
SE,=75N

Jadi, total usaha yang dilakukan pada balok adalah

W =2F s

W=75-2=15]
Konsep  vektor juga  dapat  digunakan  untuk
mengelompokkan tanaman berdasarkan tulang daunnya.
Penerapan ini memanfaatkan pengolahan citra digital.
Dengan mengukur besarnya sudut antaran cabang tulang
daun level o dengan tulang daun utama. Seperti diketahui
bahwa pengelompokan berdasarkan jenis tulang daun
merupakan jenis klasifikasi buatan, yaitu pengelompokan
makhluk hidup yang didasarkan atas adanya beberapa
persamaan ciri morfologi, alat reproduksi, lingkungan tempat

tumbuh, dan daerah penyebarannya tanpa memperhatikan
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kesamaan struktur yang mungkin memperlihatkan hubungan

kekerabatan. Berikut ini bentuk-bentuk tulang daun:

1.

94

Bertulang menyirip

Daun ini mempunyai satu ibu tulang yang berjalan dari
pangkal ke ujung, dan merupakan terusan tangkai daun.
Dari ibu tulang ini kesamping keluar tulang-tulang cabang,
sehingga susunannya mirip sirip-sirip pada ikan.
Contohnya adalah daun mangga, daun jambu, daun
nangka, dan daun rambutan.

Bertulang menjari

Tipe tulang daun yang memperlihatkan susunan seperti
jari-jari pada tangan (dari ujung tangkai daun keluar
beberapa tulang yang memencar). Daun dengan susunan
tulang menjari umumnya hanya terdapat pada tumbuhan
berbiji belah. Contohnya adalah daun pepaya, daun
singkong, kapas dan daun jarak.

Bertulang melengkung

Tipe daun ini mempunyai beberapa tulang yang besar,
satu ditengah, yaitu yang paling besar, sedangkan lainnya
mengikuti jalannya tepi daun (memencar kemudian

kembali menuju ke satu arah ke ujung daun). Tipe susunan
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tulang daun ini umumnya dijumpai pada tumbuhan berbiji
tunggal (monocotyledoneae).
4. Bertulang sejajar
Biasanya terdapat pada daun-daun bangun garis atau
bangun pita, yang mempunyai satu tulang di tengah yang
besar membujur daun, sedang tulang-tulang lainnya jelas
lebih kecil dan nampaknya semua mempunyai arah yang
sejajar dengan ibu tulang. Tipe susunan tulang daun yang
demikian lazimnya terdapat pada tumbuhan berbiji
tunggal (Monocotyledoneae). Contohnya adalah tebu,
padi, dan semua jenis rumput.
Jika diperhatikan dari 4 pengelompokan tanaman
berdasarkan bentuk tulang daun, setiap kelompok memiliki
sudut yang unik antara tulang daun utama dan cabangnya.

Perhatikan gambar berikut:

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 95



Dengan mengukur besar sudut antara tulang daun utama
dengan cabangnya menggunakan aljabar vektor kita dapat
mengetahui perbedaan antara tanaman dalam kelompok
tulang daun sejajar, tulang daun menyirip, tulang daun
melengkung ataupun tulang daun menjari. Didapat hasil jika
sudut tersebut memiliki besar sudut hampir semua sama dari
pangkal daun sampai ujung maka daun tersebut akan
dikelompokan ke dalam daun sejajar atau daun menyirip. Jika
memiliki sudut sekitar 30 sampai 40 derajat maka dapat
disimpulkan daun tersebut adalah daun menyirip, jika rata-
rata dibawah 30 derajat maka dapat disimpulkan bahwa daun
tersebut adalah daun sejajar. Sedangkan dengan daun
melengkung dan menjari relative lebih mudah, kedua tipe
daun ini memiliki sudut yang besar pada tulang daunnya dan
jika sudutnya melebihi 90 derajat maka diyakini bahwa daun
tersebut adalah tipe daun menjari. Sedangkan dengan rata-
rata 40 sampai 60 derajat maka daun tersebut akan

dikelompokkan pada daun melengkung.
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SOAL PENERAPAN VEKTOR DALAM PEMBELAJARAN SAINS

1. Sebuah elektron bergerak dengan kecepatan 10® m/s,
dengan arah mengapit sudut 45° dengan sumbu X dan 45°
dengan sumbu Y dalam medan magnet dengan induksi
magnet 0,2 w/m?> dengan arah mengapit sudut 60° dengan
sumbu X, 60 dengan sumbu Y dan 45° dengan sumbu Z.
Tentukan besar gaya pada elektron!

2. Sebuah partikel bergerak lengkung mempunyai
persamaan parameter X= e ', Y= 2 cos 3t, Z=2 sin 3t
dengan t waktu. Tentukan kecepatan dan vektor
percepatan setiap waktu. Hitung besar V dan a pada saat t
=0

3. Diberikan gaya F = 3i + 2j + 4k bekerja pada titik ( 1,-1,2),
tentukan momen gaya tersebut terhadap titik ( 2,-1,3)

4. Hitunglah usaha untuk menggerakan sebuah benda
dengan vektor r = 3i + 2j - 5k, jika dipengaruhi oleh gaya F
= 2i-j-k
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Fungsi dan Aplikasinya

A. Pengertian Fungsi

Antara anggota-anggota dari suatu himpunan dapat
terjadi suatu relasi dengan anggota-anggota dari himpunan
yang lain. Misalnya antara anggota-anggota himpunan semua
pria dengan anggota-anggota semua wanita dapat diadakan
relasi “ suami “.

Secara matematis suatu relasi R antara anggota-
anggota himpunan A dengan anggota-anggota himpunan B
dapat dipandang sebagai himpunan bagian dari produk

Cartesius kedua himpunan itu.
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Misalnya: A={1, 3,5 }dan B ={ 2, 0, 4 }, maka relasi
”lebih kecil” antara anggota-anggota himpunan A dengan
anggota-anggota himpunan B dapat disajikan dengan: R = {
(1,2),(1,4),(3,4) }= AxB.

Fungsi atau pemetaan adalah suatu relasi khusus antara
anggota-anggota dua buah himpunan. Sehingga fungsi dapat
didefinisikan sebagai berikut.

Suatu relasi antara anggota-anggota himpunan A
dengan anggota-anggota himpunan B disebut Fungsi
(pemetaan) bhb relasi itu mengkaitkan setiap anggota

A dengan tepat satu anggota B.

Suatu fungsi biasanya disajikan dengan lambang f. Jika
fungsi f mengkaitkan anggota-anggota himpunan A, maka
dikatakan bahwa f adalah fungsi dari A ke B dan disajikan

dengan lambang:

f:A—>B
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A disebut daerah asal (daerah sumber, domain ) dari fungsi f,
sedangkan B disebut daerah kawan. (daerah jajahan ,
kodomain) dari fungsi f. Jika xeA oleh fungsi f dikaitkan
(dikawankan) dengan suatu anggota dari B, maka anggota
dari B itu disebut ”bayangan dari x” dan disajikan dengan
lambang ”f(x)”. f(x) seringkali juga disebut "nilai fungsi”
untuk x.

Secara simbolis matematis, definisi fungsi f dapat disajikan

sbb.

f:A > Bbhb.(V xeA).(3!yeB).y="f(x)

Perhatikan bahwa suatu fungsi f dari A ke B adalah
suatu relasi yang mempunyai dua sifat khusus, yaitu:

a. Setiap anggota himpunan A (daerah asal) dikawankan
dengan anggota himpunan B (Seringkali dikatakan
bahwa ’daerah asal dihabiskan”

b. Kawan dari anggota-anggota himpunan A (daerah
asal) adalah tunggal. Sifat ini dapat dinyatakan secara

simbolis:

(Vx,,xeA).x, =x, = f(x,)=f(x,)
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Pada umumnya, untuk suatu fungsi f : A — B, anggota-
anggota dari himpunan B (daerah kawan ) tidak perlu mempunyai
kawan anggota himpunan A (daerah kawan tidak perlu di habiska),
dan jika anggota himpunan B mempunyai kawan anggota
himpunan A, kawannya diA itu tidak harus tunggal.

Suatu fungsi f dari A ke B dapat diilustrasikan dengan

diagram panah sebagai berikut.

A B

Himpunan semua anggota himpunan B yang
merupakan bayangan dari suatu anggota himpunan A
disebut daerah hasil (range) dari fungsi f dan disajikan

denganR ;. Jadi:

R,={yeB| (3 xeA).y=f(x)}
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Misalnya untuk fungsi f : A = B yang disajikan dengan

diagram panah sebagai berikut.

A B

f(1)=1(2)=7;t(3)=9;F(4)=f(5)=10
R, ={7,9,10}

Seperti telah diuraikan di atas, jika suatu anggota dari
daerah kawan mempunyai kawan anggota dari daerah asal,
maka kawannya itu tidak harus tunggal. Himpunan semua
anggota dari daerah asal yang merupakan kawan dari suatu
anggota daerah kawan disebut bayangan invers dari y dan

disajikan dengan lambang f ' (y). Jadi:

£ (y)={xeA| y=f (x)}
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Pada contoh fungsi: f: A — B di atas:
f(7)={n2}

f(9)={3};

f(10)={4,5};
f(6)=f"(8)=f"(11)=9¢.

Jika f: A — B adalah suatu fungsi dari A ke B, maka
yang dimaksud dengan invers dari fungsi f, disajikan dengan f
"', adalah relasi yang mengkaitkan anggota-anggota
himpunan B dengan anggota-anggota himpunan A. Jelaslah
bahwa pada umumnya invers dari suatu fungsi tidak

merupakan fungsi (dari B ke A) melainkan hanyalah

merupakan suatu relasi biasa.

B. Caramenyajikan fungsi
Ada dua macam cara untuk menyajikan suatu fungsi,
yaitu :
a. Cara aturan: fungsi itu disajikan dengan cara
menyatakan aturan yang menentukan relasi antara
angggota — anggota daerah asal dengan anggota -

anggota daerah kawannya.
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Contoh:
f: R = Rdimanaf (x)=x"

R = himpunan semua bilangan nyata.

. Cara himpunan : Seperti halnya relasi, maka fungsi f

dari A ke B dapat dipandang sebagai himpunan
bagian ( khusus ) dari A x B.

Maka fungsi f:R = R dimanaf(x)=x’ dapat juga
disajikan sebagai suatu himpunan, yaitu himpunan

bagiandariRxR:
f={(xy)| xeRyeRy=x"}
Fungsi f : A = B yang digambarkan dengan diagram

panah pada contoh diatas dapat juga disajikan sebagai:
f= { (1,7),(2,7),(3,9),(4,10),(5,10)}

Perhatikan bahwa dalam penyajian fungsi dengan cara

himpunan, setiap anggota dari daerah asalnya muncul

tepat satu kali sebagai komponen yang pertama dari

anggota — anggota himpunan itu.

Kesamaan dua buah fungsi.

Dua buah fungsif: A — Bdang:A — B dikatakan sama

jika kedua fungsi itu mengkaitkan anggota-anggota dari
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daerah asalnya dengan anggota- anggota yang sama di

daerah kawannya.

f=g bhb (VxeA). f(x)=g(x)

Contoh:

f:R >R dengan f (x) = 2(x+1) (x-2), dan g : R >R dengan
g(x)= 2x7-2x-4

Karena f (x) = 2(x+1) (x-2) =2( x> x-2) =2 x> -2x-4 = g (x), maka

f=g

D. Fungsi - fungsi Khusus
Beberapa fungsi khusus yang diberi sebutan karena
sifat-sifat/ karakteristiknya adalah sebagai berikut.

1 Suatu fungsi f : A — B disebut fungsi surjektif dari A
kepada (onto) B jika setiap anggota B merupakan
bayangan dari suatu anggota A. Jadi pada fungsi yang
surjektif, daerah hasilnya berimpit dengan daerah kawan

(atau daerah kawannya dihabiskan ).
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f: A — B adalah fungsi surjektif bhb.
(VyeB)(3IxeA).y=f(x)bhbR,=B bhb (VyeB)f
) # ¢
Contoh:
A= {x| x = bilangan bulat }
B= {x‘ x = bilangan cacah}
f:A — B dimana f(x) = |x|

2 Suatufungsi f: A — B disebut fungsi injektif bila anggota
- anggota dari B yang merupakan bayangan dari A,

merupakan bayangan dari tepat satu anggota A. Dengan

perkataan lain f: A — B adalah fungsi injektif bhb.(V x,
X, €A).x; # x, = f(x,) # f(x,)bhb.(Vx,,x,€A).
f(x,)=f(x,) = x,=x,

Contoh:

A={x ‘ x = bilangan asli}

B={x| x=bilangan nyata}

Fungsi f ini adalah fungsi yang injektif, karena jika f (x;)

:f(XZ )’ maka X;-1= X»-1 sehingga X=X,
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Fungsi f ini tidak surjektif karena ada anggota B yang tidak
merupakan bayangan dari suatu anggota A, misalnya %
eB.

3 Suatu fungsif: A — B yang sekaligus surjektif dan injektif
disebut daerah kawannya merupakan bayangan dari tepat
suatu anggota dari daerah asalnya. Dengan demikian jika f
adalah fungsi bijektif maka setiap anggota dari daerah asal
mempunyai satu kawan di daerah kawan dan sebaliknya
setiap anggota dari daerah kawan mempunyai satu kawan
di daerah asal. Karena itu fungsi bijektif seringkali disebut

juga korespondensi satu-satu.

Contoh:

A={x ‘ X = bilangan positif}

B={x| x=bilangan nyata}

f: A — Bdimanaf(x)=log x

Fungsi f surjektif karena setiap yeB merupakan
bayangan suatu xeA, yaitu x =10.

Fungsi f iniinjektif karena jika f (x,) =f (x, ), maka log x,

=log x, , sehingga
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logx, logx,

10 =10
X| =X,

Dengan demikian f adalah fungsi bijektif. Mudah
dibuktikan bahwa f adalah fungsi bijektif bhb. f~'
merupakan fungsi.
Invers dari suatu fungsi bijektif disebut fungsi invers.
Jadi jika f : A > B adalah fungsi bijektif, maka fungsi
inversnya adalahf™' : B —>A.
Pada contoh diatas fungsi invers dari fungsi bijektif f: A
—Bdimana f(x)=logxialahf™:B — Adimanaf™ (y
)=10".

4 Suatu fungsi f : A — B disebut fungsi konstan jika
bayangan semua anggota A adalah satu anggota yang
sama dari B.

f: A — B adalah fungsi konstan bhb (3 !ceB) (V xeA). f
(x)=c

5 Suatu fungsi f : A — B disebut fungsi indentitas jika
bayangan dari setiap anggota dari A ialah dirinya sendiri. (
Daerah asal dan saerah kawan dari suatu fungsi identits

adalah himpunan yang sama ).
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f: A — A adalah fungsi indentitas bhb.(V xeA). f (x ) = x
Jelaslah bahwa suatu fungsi identitas adalah fungsi yang

bijektif.

E. Penerapan Fungsi dalam Sains, Teknologi, dan
Engineering
Fungsi merupakan salah satu topik dalam matematika
yang juga secara tak langsung diterapkan untuk
pembelajaran fisika. Salah satu penerapan fungsi dalam fisika
yaitu pada topic gerak benda. Dalam gerak benda, kecepatan
gerak suatu benda bergantung pada waktu dan jarak
perpindahan benda tersebut. Selain itu, dalam kecepatan
konstan, perpindahan suatu benda ditentukan berdasarkan
waktu tertentu. Begitupun dalam menggambarkan grafik
perpindahan suatu benda terhadap suatu waktu tertentu
yang menerapkan langkah-langkah menggambar grafik
fungsi. Selain itu, pada topic gerak jatuh bebas, kita tahu
bahwa kecepatan jatuh benda dipengaruhi oleh waktu benda
jatuh. Sedangkan waktu jatuh benda, dipengaruhi oleh jarak

atau ketinggian awal benda terajtuh. Dalam hal ini, untuk
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menentukan kecepatan jatuh benda, terlebih dahulu kita
harus menghitung waktu jatuh benda. Namun, dengan
menggunakan konsep fungsi komposisi, kita dapat
menurunkan rumus kecepatan gerak jatuh bebas suatu
benda yang diketahui ketinggiannya.

Sebelumnya, dalam gerak jatuh bebas, diketahui rumus-

rumus berikut:

2
v=g-t dan t= =
Q. ’
| * Keterangan:
9
I v = kecepatan gerak benda (/)

I [xm
| g = percepatan gravitasi bumi (m/sz)

é v t = waktu (s)

x = ketinggian benda (m)

Selain menggunakan menggunakan rumus v = g - t, untuk
menentukan v apabila t tidak diketahui dan x diketahui, maka
kita dapat mengkomposisikan kedua rumus tersebut,
sehingga tidak perlu menentukan ¢ terlebih dahulu. Dalam hal
ini, kita dapat menggunakan konsep fungsi komposisi, yaitu

Misal: v=f(t)=g-t
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Selanjutnya kita tentukan (f o g)(h) = f(g(h))
=g-9(h)

_.\/i
_ [2. [%h
Jg—ﬁ

_ [2g%n
g

=,/ 2gh

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh (f o g)(h) = \/ﬂ,
yang mana fungsi komposisi tersebut dapat kita gunakan
untuk menentukan gerak jatuh bebas suatu benda yang
hanya diketahui ketinggian bendanya, sehingga kita tidak
perlu menentukan waktu jatuh benda tersebut. Dalam hal ini,
dapat disimpulkan rumus lain dalam menentukan kecepatan
gerak jatuh bebas suatu benda dari ketinggian tertentu,

yaitu;

v=,/2gh
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Contoh:
Berikut ini adalah grafik yang menunjukkan kecepatan (v)
benda yang bergerak lurus terhadap waktu (t). Tentukan

jarak yang ditempuh benda dalam wahtu 5 s.

v(ms™1)
A
10
0 5 ¢(s)

Berdasarkan grafik tersebut, dengan menggunakan konsep
menentukan titik pada grafik kita dapatkan dua titik, yaitu (o,
0) dan (5, 10) yang berarti pada detik ke-0, kecepatan gerak
benda juga o dan pada detik ke-5, kecepatan gerak benda
adalah 10 ms™1. Selanjutnya dapat ditentukan jarak tempuh
benda, yaitu:
s=v-t=(10-0)(5-0) =(10)(5) =50m.

Selain pada topic gerak benda, konsep fungsi juga
dapat diterapkan pada masalah yang terkait dengan
pertumbuhan dan peluruhan. Misalnya, kecepatan

pertumbuhan suatu bakteri pada keadaaan tertentu yang
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berbanding lurus dengan banyak bakteri pada saat itu atau
kecepatan reaksi zat-zat kimia yang sebanding dengan
banyak zat pada saat itu. Masalah pertumbuhan dan
peluruhan ini dapat diselesaikan menggunakan fungsi
eksponensial.

Contoh:

Massa y gram suatu radioaktif yang mengalami penyusutan
1

dalam t tahun ditentukan olehrumusy = 10 (%)2_5 Tentukan:

a. Massa y mula-mula, apabilat = 0.
b. Massa y setelah 80 tahun.
Jawaban:

a. Massay saatt = 0, yaitu

L 0

1\25 1
y =10 (E) =10 (E) =10(1) = 10 gram

b. Massa y saat t = 80, yaitu
t 80
y =10 (2)F = 10 (2)* = 10(0,5)*? = 1,088 gram
Salah satu penerapan fungsi dalam teknik sipil adalah

penentuan tegangan tali yang membentuk suatu fungsi

dalam pembangunan jembatan kabel. Fungsi dari
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tegangan tali ini perlu ditentukan sehingga beban dapat

terbagi merata untuk setiap kabel.

Selain itu masih banyak aplikasi fungsi yang dimanfaat di
bidang teknologi dan teknik dimana konsep fungsi tidak
berdiri secara mandiri tetapi terintegrasi dengan konsep-
konsep lainnya seperti turunan dan integral. Dalam
menentukan kondisi optimum dari suatu proses produksi
atau pengkonstruksian suatu banguan, diperlukan suatu
perhitungan yang dinyatakan ke dalam bentuk fungsi. Selain
itu, fungsi-fungsi permintaan dan penawaran salah satunya
juga merupakan salah satu aplikasi yang ada di bidang
ekonomi dimana saat ini telah terintegrasi ke dalam software-
software di bidang teknologi ekonomi yang dapat
dimanfaatkan secara langsung dalam menentukan mikro dan

makro ekonomi.
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Diferensial dan
Aplikasinya

Diferensial adalah salah satu cabang kalkulus dalam
matematika yang mempelajari bagaimana nilai suatu fungsi

berubah menurut perubahan input nilainya.

Kita telah menggunakan notasi % untuk menyatakan

dy lim fx+Ax)-f(x)

derifative suatu fungsi, yaitu o Ax o0 & Dalam
hal ini Z—Z, hanya merupakan lambang belaka, dan bukan

merupakan suatu hasil bagi. Sekarang akan kita bicarakan
notasi Z—z dalam arti lain, yaitu sebagai hasil bagi dua

diferensial. Untuk maksud itu, perhatikan kurva y = f(x)

seperti tampak pada gambar 1. Pada kurva itu ditentukan dua
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titik P (x,y) dan Q(x + Ax, y +Ay) yang berdekatan letaknya.

Jika M dan N berturut-turut proyeksi P dan Q pada sumbu x,
dan ditarik garis PR sejajar sumbu X, maka Ly _ HK _Re
Ax  MN PR

gradien garis PQ, dan f’(x)= Z—z = Alimow = gradien
x—

garis singgung di titik P(x,y) pada kurva.

Gamh

Gradien garis singgung di titik P memotong RQ di titik T. Maka
f'(x) = % = g, yang disebut diferensial y ( yang sesuai dengan
perubahan pada x) ditulis dengan lambang dy.

Jadi dy=f(x).Ax . Untuk memperoleh arti diferensial x yang

bersesuaian dengan dy, kita perhatikan fungsi identitas y =

f(x) = x . Maka dy = f’(x).Ax = 1.Ax = Ax.
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Karena y = f(x) = x , maka kita tuliskan dy = d.f(x) = dx,

sehingga dx = Ax.
Jadi bila diketahui y = f(x), maka dy = d.f(x) = ’(x).dx.

A,

Kaidah Diferensial

. Diferensial konstanta

Misal y = k, dimana k konstanta, maka Z—Z =0

d
Contoh :y =2, maka d—z =0

. Diferensial fungsi pangkat

. . d
Misal y = x", n = konstanta dan x variable, maka d—z = nx""

d
Contoh :y = x7, maka d—i = 7x7" sama dengan 7x°®

. Diferensial perkalian konstanta dengan fungsi

Misal y = kx", dimana k dan n adalah konstanta dan x

. d
adalah variable, maka d—z = knx™"

Contoh : y =13x* maka % =13%4x*" sama dengan 52x3

. Differensial fungsi berpangkat

Misalkany = U", dimana U = g(x) dan n konstanta maka

Y_pum
dx dx

Contoh : y = (x>3x)7, maka Z—z: 7 (x2-3%)%*(2x-3)
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5. Differensial fungsi rantai

118

Misalkany = U+V, dimana U = g (x) dan V = h (x) maka

dy dy av
ded

—atau d—y =U+V’
Contoh : y = 12x5-9x3, maka —= ( 12%5%x5")-(g¥3%x3") =

60x4-27x?

. Differensial perkalian fungsi

Missal y = U.V dimana U = g(x) dan V = h(x) maka Z—z =
() * V+U*()
Contoh : y = 3x*(x-2)> dengan U = 3x> maka Z—Z=6x danV
= (x2)°
maka Z—Z: 5(x-2)5"%1 = 5(x-2)*
sehingga Z—i = 6X(x-2)°+3x%(5(x2)* = 6x(x-
2)+15x%(x-2)*
Diferensial fungsi eksponen
Misaly = %dimana U=g(x)V=h(x) maka % = (dUP)v-u(dvix)
[v?

dy_ (10x—-4)(2—X)—(5x2—-4x)(-1)
dx_ (2-x)?

5x%—4x

Contoh:y= maka

dy —5x°+20x-8
dx  4-2x+x>
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8. Diferensial fungsi eksponensial
i. Misalkany =e*, maka % =e*
ii. Misalkany =a*, maka Z—z =a*ln®
9. Differensial fungsi komposit — eksponensial

- u _ dy oy (dU
i. Misalkany=e", dimana U =f(x), maka =€ .(dx)

. . d
Contoh:y=e?¥, dimana U = 2x, dimana ﬁ = e?*.2=

2e%*
ii. Misalkan y = a%, dimana U = f (x), maka Z_i/:
at*Ina &
dx

Contoh:y = 8%* dimana U = 2x, maka % = 82¥In8.2

B. Contoh Soal Differensial :
1. Jika f(x) = 3x*+ 4 maka nilai f’(x) adalah...
Penyelesaian: f(x)=3x>+4
f’(x) = 6x
2. Turunan ke-1 dari f(x) = (3x-2)(4x+1) adalah...
Penyelesaian: f(x) = (3x-2)(4x+1)
f(x) =12x2 +3x - 8x -2

f(x) =12x* —5x -2
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f(x)=24x-5

3. Nilai f(x) dari f(x) = g x% + 2x-' adalah...

120

Penyelesaian: f(x) = 2 X8 + 2x-'
f(x) = 6. = X5+ 2(-1)x

f(x) = 4 x5-2x-2

Aplikasi Diferensial Pada Sains

. Panjang suatu batang logam tertentu. L (dalam meter),

pada suatu suhu t°C adalah sebagai berikut: L = 1+
0,00003t + 0,0000004t>. Tentukanlah laju perubahan
panjang dalam mm/°C, saat suhu adalah (a) 100°C dan
(b) 250°C.

Penyelesaian:

Laju perubahan panjang berarti dL/dt

Karena panjang L = 1 + 0,00003t + 0,0000004t2, maka
dL
o, = 0,00003 + 0,0000008t
dL
a) Saatt=100°C, —, =0.00003+ (0,0000008)(100)
= 0,00011 m/°C

= 0,1 mm/°C
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b) Saatt=250°C, % =0,00003 + (0,0000008)(250)
= 0,00023 m/°C
= 0,23 mm/°C
2. Intensitas cahaya I (dalam satuan candela) dari sebuah
lampu pada tegangan yang bervariasi, V adalah sebagai
berikut: | = 5 x 10 V2. Tentukanlah tegangan pada saat
cahaya meningkat dengan laju 0,4 candela per volt.
Penyelesaian:

Laju perubahan cahaya terhadap tegangan dinyatakan

dL
leh —
oleh—

Karenal=5x10%V?

%: I=(5x10%)(2V)=10x10%V =103V

ketika cahaya meningkat sebesar 0,4 candela per volt,

maka + 0,4 =103V, sehingga tegangan V = 1?)‘2 =0,4 X

103 = 400 volt.
D. Turunan Tingkat Tinggi

Diberikan sebuah fungsi f, kita turunkan f ’, yang juga

merupakan fungsi. Dari f’ dapat kita turunkan f”” = (f’)’, yang
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disebut turunan kedua f, dan dari f ”” kita dapat memperoleh
turunan ketiga f, yakni f ”’ = (f ), dst.

Turunan ke-n dari y = f(x) dilambangkan dengan
dny

f (n) atau Tn’

Contoh: Jikay = sin 2x,

d
maka = = 2 cos 2X,
dx

d?y .
ke -4 sin 2X,

Ly__

T3 O €Os 2, dst.

dy

Kita telah menggunakan notasi untuk mnyatakan

derivatis suatu fungsi, yaitu

Y _im (f(x+Ax)—f(x))"

dx ~ x-0 Ax

Contoh soal dan pembahasan diferensial

5. Tentukan dy, jika y = 1/2x%+ 2v/x- 3/x% + In (2x+1) - 4
Jawab:

dy = d (1/2x2) + d (2Vx) - d(3x?) + d In (2x+1)-d(4)

= %.2x dx+ 2.1/2X2 - 3 (-2x3) dx + LD ;ij:l) -
1 6 2
= (x- \/_X+E+2x+1) dx

6. Tentukan dy, jika(a) y=In*> (1-X3);(b) y=1In, (1-X3)
Jawab : (a) dy = 2In(1-X3) d In (1-X3) =-6x* In (1-X3) | 1-X3
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(b)dy = dIn(1-X3) [ In (1-X3) = 1/In (1-X3) . d (1-X3)/ 1-X3
=-3x%dx [ In (1-X3) . (1-X3)
2= 3¢ In (1) . (1-%)
7. Tentukan dy, jikay =2log (2x*+ x)
Jawab:
*log (2x*+x)="log (2x*+x)/*log2=In(2x*+x)/In2

dy =1/In*.d(2x*+x)/2x*+x=(4x+1)dx/(2x*+x).In2

2x+3
2x-3

8. Tentukan dy, jikay =

Jawab : misalkan f (x) = 2x + 3 dan g (x) = 2x - 3 maka:

m _ 1 2x+3 _ (2x-3).d (2x+3)— (2x+3).d (2x—3) _ 4Xx—6-4X—6
gx)  2x-3 (2x-3)2 T (2x-3)2
=-12.dx [ (2x-3)

5. Diketahuiy=1In>4x/x .tentukan akar- akar persamaan Z—z =0
Jawab :dy =x.d In* 4x-In’4x . dx = 2In 4x - In’4x [ x> dx
Jadi, %z 2lngx-Ingx[x*=0
2In4x-InP4x=0
In4x(2-In4x)=0
In4x=0 atauln4x=2=Ine?
4X =1atau 4x = e?
X =% atau X =V e?
6. Tentukan dy, jikay =sec*(4x +3)
Jawab:y=sec®(4x+3)=(cos(4x+3))>
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dy=-2 (cos(4x+3))3dcos (4x+3)
=-2.-sin(4x+3)+d (4x+3)/cos’(4x+3)
=8sin(4x+3)/cos®(4x+3)

E. Penerapan Diferensial dalam Sains

Salah satu penerapan
air
diferensial dalam pembelajaran

sains adalah pada topic laju yang 4
berkaitan. Laju yang berkaitan
dalam hal ini dapat dicontohkan
pada topic kecepatan gerak
benda atau debit air. Dalam

fisika, diketahui rumus-rumus

kecepatan gerak suatu benda,
jarak atau perpindahan gerak benda, waktu gerak benda,
debit, volume, dan atau waktunya. Pada dasarnya, rumus-
rumus tersebut dapat diturunkan menggunakan konsep
diferensial.

Jika x dan y merupakan dua peubah yang berkaitan dan
masing-masing berubah terhadap waktu (t), maka dx/dt dan

dy/dt merupakan laju yang berkaitan.
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Contoh:

1. Air dituangkan ke dalam tangki berbentuk kerucut terbalik
dengan laju 8 dm3/menit. Jika tinggi tangki tersebut
adalah 24 dm dan jari-jari permukaan atasnya 12 dm,
seberapa Cepatkah permukaan air naik pada saat
tingginya 4 dm?

Jawab:
Misalkan V menyatakan volume, r jari-jaripermukaan, dan
h tinggi air. Maka
V= (32) r’h
Disinir= %r sehingga
V(X
Turunkan kedua ruas terhadap t, kitaperoleh
0N
Diketahui : Z—: =8 dm3/menit. Jadi, padasaat h = 4 dm, kita
mempunyai 8 = 4. %
Sehingga% :%dm/menit.
2. Suatu tangki silinder berjari-jari 2,5 m dan tingginya 3 m.,

mempunyai lubang pada alasnya dngan jari jari 25 mm.

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 125



Diketahui bahwa air akan mengalir keluar melalui lubang
smacam ini dengan kcepatan v = 2,5 Vh m/s, h adalah
dalamnya air dalam tangki. Carilah waktu yang diperlukan
untuk mengosongkan tangki itu lewat lubang tersebut?
Jawab:
Volume air yang mengalir keluar perdetik dapat dipikirkan
sebagai volume silinder yang berjari jari 25 mm dan
tingginya v. Dengan demikian volume yang mengalir
keluar pada saat dt detik adalah
7(0,025)2(2,5Vh)dt

Perubahan permukaan air di tangki ditanyakan dengan dh,
volume air yang mengalirkan ke luar dinyatakan oleh
(2,5)*m dh, maka,

7(0,025)2(2,5vVh)dt=-1(2,5)> dh

dh dh
)Z—z,svﬁ = —4000

Integerasikan antara t=0, h=3 dan t=t, h=o0,

2,5

atau dt=- (
0,025

t 0 dh 0dh
Jydt = [, — 4000 S = —4000 [

= —8000Vh|J = 80003 detik = 3 jam 34 detik
Dalam bidang teknik sipil, diferensial digunakan sebagai alat

untuk menyelesaikan permasalahan dalam geometri dan
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mekanika. Berikut ini contoh penggunaan diferensial dala

teknik sipil

1.

Konstruksi Balok Overstek dengan beban merata

Mencari reaksi perletakan

Momen ekstrem terjadi pada Dx = 0. atau lN.ld =0
Mx = Av. x gx. q o (1/2a-x)

Mx = Av. x5 gx” - 'tga qQax

Av —gx — ga

0 = AV - QX - Q¥ ~= X T Av Qa
qx = lhg (L +2a) yga
= gl + ga ga
~ -1

Jadi. letak momen maksmum pada jarak YSL dar gk AL
M st Av.x-1q. xT - Yeqe” - qax
= nag (Llr2a). ML Yaq (AT - YigaT o qas el
2l + tagla £ vagl® - taga® - Leqall
Mias ~(I/8, ql.:) Yqa
-— -
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2. Menghitung momen pada konstruksi Balok Sederhana

dengan beban segitiga

EXEZXZREEERR 2

-3 %L=4m'- Bl «%L=4m .

S
s
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3. Simple Beam dengan beban merata

Dx = J.q.utt = Dx=~gx1 (|

x =0 - Dx=DA :-I‘-.q.l

Jadi, C, = -_l;.q.f: Sehingga Dx = ~q.x+ %.q.l

l).x:-;q‘l-qul' » Dx =g i—il~1 !
2 |2 J =
. M 1 i
My = j Dyds > Mxy= jq‘ wdex ',zlx » My = q[ j‘-:l'- {dx I.v:d.r {

Mx = ql'-é Jv.r——’ s i, oS » Mx=l;, MakaH arga €, =0
aM
M_, = Jika —==1) =0 Nzl
| —=D, »x= )y
M =<'4-i / '3,"11 t‘i‘: } » M, =1/8ql

4. Beban merata pada tumpuan sederhana

2%
o
'q.xl — q= 2kN/m
e
A , = gy [
l VO=ql
=
-4 im = 4m B
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Mencari Persamaan Shear Forces Diagram (SFD)
Tinjavan pada itk X dg Jarak -x- m dani A

Dx=Av-gx

Untuk x=10; Dv=DA=Av-D=8kN

Untuk x=4; Dv=DA=Av-q.4=8-2.4=0kN
Untuk x = §; Dv=De=Av-q.8=§-2.8=-8kN

Meacari Persamaan Garis Bending Momen Diagram (BMD)

My g lx-%hex
X =0, Mx=MA=0
X =4 Mx=Mc='% 284142 4 =32.16= 16kNm

v =8 Mx=MB-'%288 %28 -0kNm

Hubungan BMD dan SFD

. X Vg x2  dideferenssalkan :

! 1
Lt = Av-qx - =D

d

: ]
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Latihan Soal

1. Sebuah benda bergerak sepanjang garis koordinat
sehingga posisinya s memenuhi persamaan s =2t> - 12t +
8 diukur dalam sentimeter dan t dalam detik dengan t >
0. Tentukan:
a. Kecepatanbendabilamanat=1dant=6
b. Kapan kecepatannya =0
c. Kapan kecepatannya positif

2. Daripuncak sebuah gedung setinggi 160 dm, sebuah bola
dilempar ke atas dengan kecepatan awal 64 dm [/ detik.
Apabila s =-16 t?+ vot + so,maka :
a. Kapania mencapai ketinggian maksimum
b. Berapa ketinggian maksimumnya
c. Kapan oa membentur tanah
d. Dengan laju berapaia membentur tanah
e. Berapakecepatannyapadat=2

3. Sebuah benda berosilasi secara harmonik sepanjang
sumbu x, simpangannya berubah menurut persamaan:
x= (4,00 m) cos (47 t + m/4), t dalam sekon dan sudut

dalam radian:
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Tentukan amplitudo, frekuensi dan periode getar
Hitung kecepatan dan percepatan benda setiap saat
Tentukan posisi, kecepatan dan percepatan pada t =
1, 00 sekon

Hitung kecepatan dan percepatan maksimum benda

Hitung fase gerak benda pada t = 3 detik

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM



Integral dan
Aplikasinya

A. Pengertian Integral

Integral adalah kebalikan dari proses diferensiasi.
Integral ditemukan menyusul ditemukannya masalah dalam
diferensiasi di mana matematikawan harus berpikir
bagaimana menyelesaikan masalah yang berkebalikan
dengan solusi diferensiasi.

Dalam topic fungsi turunan telah kita pelajari bahwa
bila suatu fungsi f ditentutan oleh f(x) = 2x3 , maka
turunannya adalah f’(x) = 6x2 Jika turunanf’kita namakan g,
jadi f’ = g, maka hal ini sering kali ditulis sebagai Dx f = g atau
Dx f(x) = g(x). sebaliknya fungsi f dinamakan anti turunan dari

fungsi g,yang ditulis sebagai A« g = f atau Ay g(x) = f(x).
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“Fungsi f dinamakan suatu anti turunan dari fungsi g
pada selang S, jika Ax g = f atau Ax g(x) = f(x) untuk setiap x
dalam selang S.”

Karena turunan suatu konstanta C sama dengan nol,
maka bila Dx f(x) = g(x) ,juga Dx {f(x)+c} = g(x). Hal ini
mengakibatkan bahwa bila Ax g(x) = f(x), maka juga Ax g(x) =
f(x)+c, ka C suatu konstanta sembarang. Jadi fungsi g(x)

memiliki banyak anti turunan, sedangkan f(x) adalah anti
i
turunan dari g(x). Leibnies menggunakan notasi integral |

g(x) dx sebagai pengganti notasiAx g(x)

Integral terbagi dua yaitu integral tak tentu dan integral
tertentu. Bedanya adalah integral tertentu memiliki batas
atas dan batas bawah. Integral tertentu biasanya dipakai

untuk mencari volume benda putar dan luas.

1.  Integral Tak Tentu
i i
Dalam lambang /g(x) dx, tanda/ merupakan tanda

integral dan g(x) merupakan integran. Jika g(x) adalah
turunan dari f(x), jadi f’(x) = g(x), maka f(x) adalah integral
tak tentu dari g(x).
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Integral tak tentu mempunyai rumus umum:

fF(x)dx —F () +c

Keterangan:c = konstanta

Sifat Integral TakTentu

fadx=ax+c

ax™
n+1

[(ax + b)"dx = (

[ax™d x = ( 1)+c

(ax+b)n+1
a(n+1)

J.ax”dx :aj x"dx,n#1

)+ ¢

jx_ldxz'[idlenx+c

[1f G+ gldx = [ f(0dx+ [ g(x)dx
Icosh xdx =sinhx+C

[£=m|q+c
X

Contoh:

Hitung integral tak tentu berikut
a. [ 20 x*+4x+10 - 5x™")dx

b. [(x + DVx? + 2x — 1dx
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Isinxdx:—cosx+C

jcosxdx =sinx+C
J.exdx =e'+C

dx
Icoszx

J"df =—cotgx+C
sin” x

=tgx+C

=arcsinx+C

I dx
V1-x?
Ilfx2 =arctgx+C
X

J.sinh xdx =coshx+C
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C. f\/i;+\/§dx

d. fx2+;;_1dx

e. [(x?+2)%dx

Jawab:

a. [ 20 x*+4x+10 - 5x")dx = ?x3 + gxz +10X — 5lnx +c
= 4X3 + 2X* +10X = 5lnx +C

b. Misal u=x? + 2x — 1, maka du = 2 (x+1) dx

1
J(x+1)\/x2+ 2x — ldx = —Jul/zdu

2

1 3
:gu/2+C

:i\/(x2+2x—1)3+ c

1 1
c. f% + Vxdx = [(x72 + x2)dx

i 5, 3
:2x2+§x2+c

= 2\/;+§x\/§+ c
d. fx2+;;_1dx = [(x3/2 + 5x1/2 — x71/2)dx
=[x3/%2dx +5 [ xY%dx — [x~Y%dx

2 2
=§x5/2+5. §x3/2 — 2xY2%4c

:zﬁ(§x5+§x —D+c
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e. [(x2+2)%dx = [(x*+ 4x? + 4)dx
=[x*dx+ 4 [ x?dx + 4 [ dx
=§x5+§x3 +4x +c

2. Bagi Integral Tentu
Pengertian atau konsep integral tentu pertama
kali dikenalkan oleh Newton dan Leibniz. Namun
pengertian secara lebih modern dikenalkan oleh

Riemann.Materi pembahasan terdahulu yakni tentang

integral tak tentu dan notasi sigma akan kita digunakan

untuk mendefinisikan tentang integral tentu.
Integral tentu digunakan untuk mengintegralkan
suatu fungsi f(x) tertentu yang memiliki batas atas dan

batas bawah. Integral tentu mempunyai rumus umum:

b
f F(x)dx = F(b) — F(a)

Keterangan:
» konstanta c tidak lagi dituliskan dalam integral tentu
Contoh:

Tentukan nilai dari :

1. f12x3dx
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2. f01(2x+3x2)dx
Jawab:
2
2.3 Y
1. [ x%dx _Ele
_(19ay_(lq4
-C2t-¢19)
—q4.1
_4-4
=23
_34
1 1
2. [ (2x +3x*)dx = Ecz + x:‘]
0
=(12 + 13)-(0% + 03)
=(1+1)-o0

=2

B. Pengembangan Integral
1. Integral berbentuk fungsi trigonometri
Dengan substitusi t= tgl2 x, fungsi trigonometri dapat

di ubah menjadi fungsi aljabar, sebab:

1 1 1
ZSmixcos X 2tg 5 X 2t

=1+t2

sinx = =
1 1 1
2+ in2 = 2=
cos 2x+sm 5% 1+tg 5%
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1 )
cos? 5X = sin?

%x_l—tgz%x_l_tz

cosx = = =
22 2= 22
COS“5 X + sin®5x 1+tg 5%
. 2tg %x 2t
gxX = 1 = >
421 1-t
1—-tg 5 X
1 .1 2dt
Karena t = tg -x, maka x = 2arctg t, jadi dx = "y

Sifat Integral trigonometri

[ sin(ax) = — i cos(ax) + k

[ cos(ax) dx = % sin(ax) + k

[ sec(ax) tan(ax) dx = % sec(ax) + k

[ sec?(ax) dx = % tan(ax) + k

[ esc?(ax) dx = —% cot(ax) + k

[ esc(ax) cot(ax) dx = —% csc(ax) + k
[ cos(ax + b) dx = % sin(ax +b) + k

[ sin(ax + b) dx = —% cos(ax +b) +k
[ sec?(ax + b) dx = % tan(ax + b) + k
[ sec(x) dx = In|sec(x) + tan(x)| + k

[ esc(x) dx = —In |csc(x) + cot(x)| + k
[ tan(x) dx = —In |cos(x)| + k
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[ tan(x) dx = In |sec(x)| + k
[ cot(x) dx = In |sin(x)| + k
[ cot(x) dx = —In |csc(x)| + k

Ingat-ingat juga beberapa sifat-sifat trigonometri,
karena mungkin akan digunakan:
o sin?A+cos?A=1

= sec’A

o 1+ tan?d = 12
cos<A

e 1+ cot?A= Sin;zA = csc?A

e sin2A=2sinA. cosA

e 0s2A=cos?A-sin?A = 2cos?A—1 =1 - 2sin’A
e 25sinA x cos B = sin(A+B) + sin(A-B)

e 2 cosA x sinB =sin(A+B) - sin(A - B)

e 2c0sA x cosB = cos(A+B) + cos(A - B)

e 25sin Ax sinB = - sin(A+B) + cos(A - B)

Contoh:

Hitunglah [

2+cosx

Dengan substitusit = tg %x kita peroleh

2dt 1 dt
/ _f1+t2 zltz_zft2+3

1+t2

2+cosx
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_Z 3d\/’
T2 4
& +1

5\/5 arctg(\/—g) +c

tg®x dx =[(sec?x — l)dx

_f dx —fdx

cos?x

stgx —x+c
fcostdlefCOSZdex=lsin2x+c

[e3* dx = fe3xd3x—— * +¢

[ o= [ (Bx +2)7%d (3x + 2)

(3x+2)2
B 3(3x+2)
d4ax 1
=- = —-cotgdx +c
fsmz 4x fsmz 4x 4 9 +

Integral subtitusi

1. Integral berbentuk “f(ax + b)4, denganpdangq
bilangan bulat.

Akar dapat dihilangkan dengan subtitusi z =
Nax + b atau ax+b = z?, jadia dx = p zP~* dx
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Contoh : hitunglah [ xvx — 1dx

Jawab : dengan subtitusi z = Vx — 1 atau x-1=z2,

kita peroleh dx =2z dz . jadi

[xvx—1dx=[(z>+1)z.2zdz
=2 [(z*+ 2z dz
:2(&25 + §z3)

212 (- D]Ve—1+c

2. Integral berbentuk (ax+b) q, dengan p dan q

bilangan bulat. Akar dapat dihilangkan dengan

ax+b
x+d

subtitusi z =

Contoh : hitunglah [

2—x
(2- x)2 \’2+X dx

. . 3|2—x 2—x
Jawab : dengan subtitusiz = [=—atau=— = 23
\’2+x 2+x

—12z22
+23)2

Kita peroleh x = 212 —, jadi2x =

maka
f 2 3[2-x B J-2(1+23)2'z.12.22
2-x)224x 1626 (1+23)>2
dz
=—c)=z=5*tc
27 z3 422
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3. Integral memuat akar-akar yang tidak senama,

. dx

mlsalnya m

Akar-akar menjadi senama dengan substitusi Z=3/x
atau x=z°, jadi Vx=z3maka:

dx _ 6z%dx z2
fvx(3 X)) fx3(22+1) B f22+1 dz

1
z2+1

= 6J(1-
=6z—6arcte+C =
63x —6arctg Yx +C

)dz

C. Penerapan Integral pada Sains

Pada pembelajaran sains, integral dapat diterapkan
pada beberapa topic utamanya dalam penurunan rumus
untuk menentukan suatu komponen tertentu. Dalam hal ini,
konsep integral yang banyak digunakan adalah integral
tentu, dimana fungsi yang diintegralkan merupakan fungsi
dalam t (waktu) dan t sebagai batas-batas integrasinya. Salah
satunya adalah pada topik kelistrikan dimana jumlah muatan

listrik dapat ditentukan dengan menggunakan konsep
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integral tentu yang mana batas-batas integrasinya
merupakan rentang waktu pemindahan muatan tersebut dan
fungsi yang diintegralkan merupakan fungsi arus dalam t
(waktu). Selain listrik, integral juga dapat diterapkan pada
topic kecepatan gerak suatu benda dengan batas
integrasinya adalah waktu gerak benda.
AMUE —— dH— Elekiron
DE?EJD 2 DEU§§
O% 8%9 =0 E}E}

Penghantar

o T
4 5o =

sumber Listrik

*

Gambar di atas menunjukkan adanya perpindahan
muatan listrik karena adanya arus listrik. Pada umumnya, kuat
arus listrik dapat ditentukan berdasarkan jumlah muatan
listrik dan waktu perpindahan muatannya dengan rumus
berikut.

Q=1I-t
Keterangan: |:kuat arus (A)
Q : muatan listrik (coulomb)

t : waktu (detik)
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Selain menggunakan rumus tersebut, kita dapat
menentukan jumlah muatan listrik yang dipindahkan
menggunakan konsep integral tentu dengan batas integrasi
yaitu rentang waktu terjadinya arus listrik.

Seperti halnya pada arus listrik, kita dapat
menggunakan konsep integral tentu dalam menentukan
perpidahan suatu benda yang pada umumnya dirumuskan
seperti berikut.

S=v-t

Perpindahan suatu benda bergantung pada kecepatan
dan waktu gerak benda tersebut. Sehingga dengan
mengintegralkan fungsi kecepatan gerak benda, akan
didapatkan persamaan perpindahan benda. Kemudian,
dengan keterangan waktu gerak yang diketahui, kita dapat
menentukan jarak perpindahan benda tersebut.

Contoh:

1. Arus yang melalui suatu piranti berubah terhadap waktu
sebagai i(t)=0,05 amper. Berapakah jumlah muatan yang
dipindahkan melalui piranti ini antara t=0 sampai t=5

detik?
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Jawab:

Arus | adalah laju perubahan transfer muatan q.

%sehingga g=J[idt

i=
jumlah muatan yang dipindahkan dalam 5 detik adalah
q=[ i dt = [ 0,05t dt

5,005
= [70—==0 t?
0" 2

_0,05(5) 0,05 (0)
) 2
1,25

T2

= 0,625 coulumb
2. Posisi awal mobil adalah pada koordinator (2,0).

Kompenen kecepatan dinyatakan Vx = 2t, Vy = 5+0,75t>.
Tentukan:

a. Persamaan umum posisi mobil

b. Posisi mobil saat t=2s
Jawab:
Diketahui xo0 =2, yo=0

a. r=xi+yj

x=x0+f022tdt

=2+ [ 2tdt
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=2+t
2
Y=Yo+ fo Vydt
=0+ [ (5+0,75 t3)dt
0,75
=5t +Tt3
=5t+0,25t3
b. r=(2 +t?)i + (5t + 0,25 t3)j
= (2+2%)i + [5(2) + 0,25(23)]j
|| = V62 + 122 = /36 + 144 = /180 = 6+/5m

3. Sebuah benda jatuh dalam ruang hampa udara. Benda
tersebut jatuh sejauh 16t>m dalam t detik. Hitung
kecepatan pada detik pertama!

Jawab:
V pada t = 1sekon f(t) = 16t> maka f’(1)=..2

fE+h)—f(8)
h

f+h)2-f(1)
h

0= in

0 =i

f’(1) — lim 16(1+h)2-16
h—0 h

f’(1) - lim 16(1+2h+h2)-16
" h-0

16+32h+16h2-16
h

=i

Matematika IPA dan Aplikasinya dalam STEM 147



16+32h+16h2-16
h

0=l
P(1)=1im32 + 16h2

(1) =32m/s?

Contoh penggunaan pada bidang teknik antara lain pada
teknik mesin ketika ingin mengetahui hubungan antara
kecepatan sebuah motor pada waktu tertentu dan posisi
motor tersebut di setiap waktunya. Untuk menemukan
hubungan ini diperlukan proses integral (antidiferensial).
Aplikasi integral pada teknik sipil dapat dilihat pada
pembangunan gedung Petronas di Kuala Lumpur atau
gedung-gedung bertingkat di Jakarta. Semakin tinggi
bangunan semakin kuat angin yang menghantamnya. Hal ini
mengakibatkan adanya perbedaan rancang bangun gedung
bagian bawah dan bagian atas. Untuk menentukan
rancangan yang tepat, dipakailah konsep integral. Misalkan
seorang peneliti meramalkan bahwa pada t tahun setelah
saat ini populasi penduduk di sebuah bantaran sungai akan
berubah dengan laju 6t + 2t + 5 orang per tahun. Peneliti
tersebut juga menemukan bahwa tingkat populasi di sungai

tersebut bertambah dengan laju mendekati 0,5 satuan per
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orang. Berapa benyak populasi (dalam ukuran satuan di
dalam sungi itu 5 tahun mendatang jika populasi pada saat ini
adalah 50 orang dan tingkat populasi pada saat ini adalah 60
satuan.
Jawab
Misalkan P(t) menyatakan populasi di bantaran sungai t
tahun sejak saat ini.
Laju perubahan dari populasi terhadap waktu adalah dP/dT =
6t? + 2t + 5 orang per tahun
P(t) =[dt

=[(6t* + 2t + 5)dt

=2t3 + t> + St+c
P(o)=50 ¢0C=50
Jadi, P(t) = 2t3 + t? + 5t+ 50
Lima tahun yang akan datang jumlah populasi di bantaran
sungai adalah

P(5) =2(5)> +5”+ 5(5) + 50 = 350 orang
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Latihan Soal

1.

Partikel bergerak rotasi dengan kecepatan awal 20 rad/s
dan mengalami percepatan sudut a = 4t rad/s?. Jari-jari
lintasannya tetap 40 cm. Tentukan besarnya sudut yang
ditempuh pada saat t = 3 s dan jarak tempuh gerak

partikel!

. Benda yang bergerak melingkar kecepatan sudutnya

berubah sesuai persamaan w = (3t> - 4t + 2) rad/s dan t
dalam s. Pada saat t = 1s, posisi sudutnya adalah 5 rad.
Setelah bergerak selama t = 2s pertama, maka Tentukan :
a. percepatan sudut,
b. posisi sudutnya!

Persamaan percepatan benda adalah a=(2x+3) m/sz' Jiak

posisi awal kecepatan 2 /. Berapakan kecepatan benda

saat x=5m?
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Persamaan Differensial
Biasa dan Aplikasinya

A. Definisi Persamaan Differensial Biasa

Persamaan differensial adalah hubungan antara variabel
bebas, variabel tak bebas dan hasil bagi differensial dari
variabel tak bebas terhadap variabel bebas. Atau Persamaan
diferensial dapat diartikan sebagai gabungan antara fungsi
yang tidak diketahui secara eksplisit dan turunan
(diferensial)-nya. Arti lain yaitu PDB adalah persamaan
diferensial yang hanya mempunyai satu peubah bebas.
Peubah bebas biasanya disimbolkan dengan x.

Contoh :
dy x .
—_= +

a) ix e SINn X

b) Y'-2y+y=cosx
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0%u  9%u _ou
ax2  9y? ot
d?6 _ de

datz ~ dt
3s2ds+2vdv=0

Untuk menentukan variabel bebas dan variabel terikat

(tak bebas) dalam suatu persamaan differensial, dapat

dilakukan dengan cara melihat variabel mana yang dapat

didifferensiasi dan terhadap variabel apa didifferensiasinya.

Misalnya :

152

Persamaan (a), variabel bebas adalah x, dan variabel
terikat adalah 'y

Persamaan (b), variabel bebas adalah x, dan variabel
terikat adalah 'y

Persamaan (c), variabel bebas adalah x, y dan t dan
variabel terikat adalah u

Persamaan (d), variabel bebas adalah t, dan variabel
terikat adalah 6

Persamaan (e), variabel bebas adalah s dan v, dan

variabel terikat adalah v atau s.
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B. Orde persamaan differensial Biasa

Contoh-contoh persamaan berikut adalah persamaan

diferensial biasa (PDB):

i. Z—i: X+y

i. y'=x2+y2

iii. 2dyldx+x2y-y=0

iv. y"+y'cos x -3y =sin2x

V. 2y"' _ 23)/' =1- yu

Peubah bebas untuk contoh (i) sampai (v) adalah x,
sedangkan peubah terikatnya adalah y, yang merupakan
fungsi dari x, atau ditulis sebagai y = g(x). Berdasarkan
turunan tertinggi yang terdapat di dalam persamaannya, PDB
dapat lagi dikelompokkan menurut ordenya, yaitu:

1. PDB orde 1, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah
turunan pertama.
Contoh (i), (ii), dan (iii) di atas adalah PDB orde 1.

2. PDB orde 2, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah
turunan kedua.

Contoh (iv) adalah PDB orde dua.
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3. PDB orde 3, yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah
turunan ketiga
Contoh (v) di atas adalah PDB orde tiga.

4. dan seterusnya untuk PDB dengan orde yang lebih tinggi.

PDB orde 2 ke atas dinamakan juga PDB orde lanjut.

C. Penyelesaian PDB

Penyelesaian suatu PDB adalah hubungan antara
variabel bebas dengan variabel terikat, yang apabila di
subtitusikan kembali ke dalam PDB tersebut akan
menghasilkan suatu identitas.

Contoh:

y = sin x + C, adalah penyelesaian dari PDB Z—z = COs X, sebab

jika y disubtitusikan ke PDB tersebut menghasilkan % (sinx +
Q) = cox x (identitas).

Terdapat dua macam penyelesaian dari suatu PDB,
yaitu solusi umum dan solusi khusus. Penyelesaian umum
adalah penyelesaian PDB yang masih mengandung konstanta

sembarang sedangkan penyelesaian khusus adalah
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penyelesaian yang sudah tidak mengandung lagi konstanta (
sudah bernilai tertentu).
Contoh:
Selesaikany'=e* jika y(0) = 2
Dari persoalan syarat batas ini, kita dapatkan penyelesaian
umumnya adalah:

Y =Ce”
Dengan memasukkan syarat batas y(0)= 2 dalam
penyelesaian umum didapatkan konstanta sembarang C,
sebagai berikut:

2=Ce%atauC=2
Sehingga penyelesaian khususnya adalah

X

y=2e
D. Metoda-Metoda Pemecahan Pdb Orde Satu
1. Metoda pemisahan variabel
Jika PDB yang diberikan berbentuk:
M (x,y)dx + N (x,y)dy)=0
Maka

fi(x)gi(y)dx + £:(x)g>(y)dy=0
Atau
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fi0)gi(y)dx = -f.(x)gx(y)dy

Maka dapat dilakukan pemisahan variabel :

1) gy = 9100 ¢
f2(x) 92(y)

Contoh:

Tentukan solusi PDB cos x cosy dx —sinxsinydy =0
dengan menggunakan metoda pemisahan variabel

Solusi:

cos x cosydx-sinxsinydy=0

== % dy atau cot xdx=tanydy

sinx S
Sehingga, In (sinx) =In (secy) +InC

sinx=Csecy

. Persamaan Linear - Penggunaan Faktor Integrasi

Tinjau persamaan y' + 5y = 22*. Metode sebelumnya
tidak dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan ini.
- kalikan kedua sisi dengan e°*, diperoleh

e5% .y 4y 5% = 2% . 5% = g7x

i . 50Xy — ,7X . pbX 7x _f
—f{y-e}=e* > y-e =fe dx =—+C

e7x _cx
-'-y=7+C-e
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Persamaan diatas dapat dinyatakan dalam bentuk y’ +
Py = Q. Persamaan ini disebut persamaan linear orde
pertama. Untuk menyelesaikan persamaan ini, kalikan
kedua sisi dengan sebuah factor integrasi yang selalu
berbentuk e/ P4, Hal ini akan mengubah sisi kiri

menjadi turunan dari hasil kali.

Contoh:

.. d
Tentukan solusi : d—z =y cot X = €os X

Jika kita bandingkan persamaan ini dengan Z—i +Py =Q,

didapat P = cot x dan Q = cos x, sehingga
| = [ Pdx = [ cotxdx = In (sin x)

Dengan demikian, pemecahannya adalah

yelnsinx — [ cog yelnsinxdy

ysinx = [ cos x sinx dx

ysinx=sin2x+C

1

sinx

, 1.
y= (sin2 x + C)==sin x + C cosec X
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3. PDB Bernoulli

158

Bentuk umum dari PDB Bernoulliadalahy’ + P -y = Q -
y", dengan P dan Q sama seperti sebellunya merupaan
fungsi x (atau konstanta), dan n # o.
Untuk menyelesaikan PD tersebut, pertama bagi kedua
sisi dengan y™, sehingga diperoleh

Yy Y +P -yl =Q i (1)

Masukkan z, diperoleh

dy dy
1-n -7 _ — Lyl 2
yt o =0y

Jika persamaan (1) dikalikan dengan (1-n) menjadi
1-nmy™y'+(1-nPy'™=(1-n)Q

% + P,Z = @4, dimana P; dan Q adalah fungsi dari x

dan selanjutnya dapat diselesaikan dengan

menggunakan sebuah faktor integrasi.

Contoh:

Tentukan solusi PDB dari

ax TY=XY
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Penyelesaian:
Pertama-tama kita tentukan P,Q dan n dengan cara
membandingannya dengan bentuk umum PDB

Bernoulliy’ + P -y = Q - y™, maka tampak jelas bahwa:
n=2, P=1, Q=x
sehingga kita dapat menentukan R,S,dan Z sebagai

berikut :
R= (1-n)P= (1 - §)1=§
S=(1-n)Q= (1 - %)x:g

1

2
Z= yl_n = y1_§ =y3
Dengan demikian PDB Bernoulli di atas dapat diubah

menjadi

d . . d
172 yaitu dari bentuk umum 2 RZ=5S
dx 3 3 dx

Yang selanjutnya dapat diselesaikan dengan PDB linear

orde satu, seperti berikut :

Y,17-% maka |=[Rdx=[dx=2
ax 373 37773

Sehingga

X x X
Z=e ! [Setdx=e73 [Ze3dx
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-X

Z:e?(xe§—3x§+ C)

X

Z=x3 +Cx3

Sekarang kita kembalikan ke variabel y dengan
1
hubunganz =ys

1 —-X —x
Jadi,y3=x-3+Ces atau y= (x -3+ Ce?)3

. Persamaan Homogen Dengan Substitusi y= vx

Contoh: y' = X3y

2x

Persamaan tersebut tidak dapat dinyatakan sisi kanan
dan sisi kiri dalam bentuk “factor x” dan “factor y”.
Dalam kasus ini kita menggunakan substitusi y=vx,

dimana v adalah fungsi dari x.

Bilay = vx didefinisikan, maka Yoy 1+x% 5
dx dx

dy dv
—=v+x—
dx dx
. x+3y x+3vx 1+3v .
Sehlngga 2 = o = 2 sehlngga persamaan
menjadi
dy 1+3v dv 1+3v 1+3v-2v 1+v
v+-x—=— > —_—= — = = —
dx 2 dx 2 2 2
d 1+v 2 1
=2 5 [Zdv=[-dx
dx 2 1+v X

2In(1+v)=Inx+C=Inx+1nA
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(1+v)? = Ax; karenay = vx - v=%

(1 +%)2 =Ax - (x+y)?=Ax3

X242
Catatan:y' = 5, Persamaan homogen:
. . . d av
Substitusi y = vx, sehingga L=pt+x=
dx dx
x2+y? x24p2%° 1402
xy  wx2 v
dv  14v? dv  1+v? 1+v2-v? 1
VHEX—=— o X—=——V= ==
dx v dx v v v
dv 1 1 1
x—== > v-dv==dx - [vdv=[=dv
dx v x x

2 2
Z=Inx+C _,l(X) =Ilnx+C
2 2 \x

y? =2x?(Inx + C)

5. Persamaan Differensial Linier Orde Tinggi

PDB linear orde tinggi mempunyai persamaan seperti,

dny da—ly dn—Zy dZy dy
dn— +da- + an- ve. tdo—+ar—+ a0y =
Maxn * T ggn-1 7 2 gyn-2* >ax? ' “ax oy
F(X)

dengan y = f(x), F(x) dan a, adalah fungsi x atau
konstanta. PDB ini dikatakan linear karena setiap suku
pada ruas kiri hanya mengandung fungsi y atau

turunannya berpangkat satu dan padasetiap suku tidak
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terdapat perkalian dengan fungsi y. karena bentuk
turunan tertinggi pada PDB linear orde tinggi ini adalah
n, maka disebut PDB linear orde n. Selanjutnya kita
dapat menyebut dapat menyebutkan PDB linear orde n
secara lengkap jika:
e F(x)=o0, PDB linear orde n yang homogen
e F(x)# 0, PDB linear orde n tak homogen
® a, adalah fungsi x, PDB linear orde n koefisien
variabel.
e a,adalah konstanta, PDB linear orde n koefisien
konstan.
yaitu :
anD"y + ansD™'y + anD™?y + ... +a,D%y + a:Dy + aoy = F(x)
Ingat, operator differensial ini tidak mempunyai ari jika
dikuti oleh sebuah fungsi. Sekarang mari kita simak
beberapa bentuk PDB berikut ini :

d? d
222 xZX 4 (x2- pY)y = 0, p = konstanta

X
dx? dx

PDB ini mempunyai orde turunan tertingginya
adalah 2, a, merupakan fungsi x dan F(x) = 0, maka
PDB ini merupakan PDB linear orde dua koefisien

variabel yang homogen.
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b. L % +R % + % = V(t) dengan L, R C konstanta dan
V(t)#o0
PDB ini menpunyai orde turunan tertingginya
adalah 2, a, merupakan konstanta, dan F(t) # o,
maka PDB ini merupakan PDB linear orde dua
koefisien konstan yang tak homogen. Persamaan
differensial dalam bentuk diferensial ini dapat
diubah dalam bentuk perkalian diferensial
operator.

Contoh:

PDB berikut dituliskan dalam bentuk operator

diferensial sebagai berikut:

a) D% +3Dy-4y=o0atau
(D*+3D-4)y=0
(b-4)(D+1)y=0

b) Untuk PDB:%—y:O
Dapat ditulus dalam bentuk perkalian operator
diferensial D = % sebagai berikut :
(D*-1)y=0
(D*+1)D*>1)y=0
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(D+i)(D-i)(D-1)y=0
Pada pembahasan selanjutnya kita lebih banyak
membahas PDb linear orde dua karena persamaan

ini sering digunakan dalam terapan.

6. PDB Linear Orde Dua Koefisien Konstan yang

164

Homogen
PDB linear orde-n koefisien konstan yang homogen
ditulis seperti :
anD"y + an4D™y + an2D™?y + ... + @;:D?y + a:Dy + apy = 0
dengan penyelesaian terdiri atas n buah konstanta
sembarang dan n buah fungsi yang saling tidak
bergantungan. Jadi, penyelesaian umum PDB linear
konstan orde n yang homogen adalah
y =Gyr+ Gya+ Gys + ... + Cayn
dan penyelesaian umum ini diberi y» (baca y homogen),
Yn=Y = CGyr + Gya+ Gys + ... + Cayn
Apabila kita anggap y = me™, dengan m konstanta dan
turunannya

Dy = me™, D%y = m?e™, D3y = mze™,..., D"y = mnTMe™
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Disisipkan ke dalam PDB linear koefisien konstan tak
homogen, maka PDB berubah menjadi:
{anD" + @naD™" + @nD™?y + ... +a:D*+a:D+acy }e™ =0
Atau

fanm" + a;m™ + ap,m™ + ... +2;M>+aM + 3o } €™ =0
Karena faktor y = e™ # 0, maka faktor yang sama
dengan o adalah

anm" + 2a.m™ + apom™ + ... + M +aM +30=0
sekarang kita bandingkan bentuk persamaan
f(m)dengan PDB nya, ternyata f (m) mempunyai
benrtuk sama dengan PDB nya hanya mengganti simbol
operator diferensial, (D) dengan m. Persamaan f (mo =
0 menunjukkan karakteristik PDB nya disebut
persamaan karakretistik dari PDB dan m desebut akar
karakteristik. Karena akar karakteristik m dapat
dihitung dari persamaan karakteristik f (m) maka
penyelesaian PDB linear orde n koefisien konstan yang
homogen adalah:

yh - C1em1X + CzemZX + CsemSX + ...+ Cnemnx
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Untuk dapat memahami cara penyelesaian PDB
koefisien konstan yang homogen ini, kita akan
menyimak beberapa contoh berikut :

Contoh:

1. Tentukan solusi PDB : % — Z—z +6y=0
Pertama kali yang kita lakukan adalah mengubah
bentuk PDB dalam bentuk perkalian operator
diferensial dari y sebagai berikut :

(D*5D+6)y=0
(D-3)(D-2)y=0
Sehingga didapat persamaan karakteristik
f(m)=0
(m3)(m-2)=0
Dan akar karakteristiknya
mi=3 my=2
sisipkan akar karakteristik ke dalam persamaan
penyelesaian PDB, yaitu :
yh = Ge3* + Ce*
2. Selesaikan PDB: (D3 +2D*-8D)y =0

Penyelesaian :

(D3+2D*-8D)y=0
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Dengan persamaan karakteristik adalah
m3+2m>-8m=0
m(m +4)(m-2)=0
dengan akar karakteristik
m=0,Mm=-4,m=2
sehingga penyelesaian umu PDB adalah
y = Ge%” + Ge™ + e
Yh =G + Ge¥ + GeX
penyelesaian PDB orde-n koefisien konstan
homogen ini mengandung fungsi eksponen yang
tergantung dari akar karakteristik m. Selanjutnya
kita tinjau bentuk akar karakteristi pada PDB orde 2
yang dapat dijadikan dasar untuk penyelesaian PDB
orde-n.
7. PDB Linear Orde Dua Koefisien Konstan yang
Homogen
Misalkan PDB linear orde 2 koefisien konstan yang
homogen seperti,
(aD*+bD+c)y=o0
Dengan a, b, dan c konstanta.

Persamaan karakteristik yang didapat adalah
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f(m)=am?+bm+c=0
mempunyai akar karakteristik :

b Vb?%-4ac
Ma=-—+—""""
2a 2a

Kemungkinan akar karakteristik yang muncul adalah :

a) Jika b*> - 4ac > o diperoleh dua akar karakteristik real
yang besarnya berbeda m# m.. Penyelesaian Umum
PDB :y = Ae™* + Be™* dengan A dan B konstanta
sembarang.

Contoh:

Tentukan penyelesaian umum dari PDB berikut

(D*-2D-3)y=0

Penyelesaian :

PDB di atas mempunyai persamaan karakteristik

sebagai:

(m*-2m-3)=0

(m-3)(m+1)=0

Yang menghasilkan 2 akar karakteristik yang berbeda

yaitu

m; =3 danm, = -1

sehingga penyelesaian yang didapat adalah

Y = yh = Ae* + Be™
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8. PDB linier orde baru koefisien konstan tak homogen
Persamaan Diferensial Biasa dua koefisien konstan yang
tak homogen di tulis dalam bentu seperti :

[aD, +bD + c]y =f(x), f(x) £ 0
Mempunyai penyelesaian umum seperti :
Y =Yh+Yis

yh adalah penyelesaian PDB linear yang homogen, f(x)
dan vyis (y istimewa ) adalah penyelesaian untuk PDB
yang tak homogen (nonhomogen), f(x) # 0 . yn adalah
bagian penyelesaian yang mengandung konstanta
sembarang sedangkan bagian yang tidak mengandung
konstanta sembarang merupakan penyelesaian yis

Metoda menghitung vyis

a. Metoda Reduksi
Metoda reduksi orde adalah sebuah metode yang
mereduksi orde n menjadi orde (n-1), orde (n-1)
direduksi menjadi orde (n-2) dan seterusnya sampai
orde satu. Untuk dapat melakukan reduksi orde ini,

PDB dibuat dalam bentuk operator diferensial. Jika
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sebuah PDB linear orde dua koefisien konstan tak
homogen ditulis dalam bentuk operator diferensial :
'[D -a][D - by = f(x)

Akan diselesaikan dengan metode reduksi orde

maka, langkah smart dalam penyelesain yang dapat

dilakukan adalah sebagai berikut :

1. Misalkan [D - b]y = w(x) , kemudian sisipkan
kedalam PDB.

2. PDB linear orde dua menjadi PDB Linear orde
satu, [D - a]w = f(x)

3. Hitung w dengan metode PDB orde satu,
misalnya metode PDB linear,

w = e [ f(x) e dx + Ae™

4. Sisipkan w kedalam persamaan di dapat lagi PDB

orde satu,
[D - bly = w(x)

5. Selesaikan PDB pada (4) dengan metode PDB
orde satu misalnya metode PDB linear orde satu,
y = e [ w(x) e dx + Ae®™ . Ini adalah
penyelesaian PDB linear koefisien kontan yang

tak homogen.
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Contoh:
Gunakan metode reduksi orde untuk mencari
penyelesaian umum PDB berikut.
[D+2][D-2]y=10
Jawab:
ingat dengan langkah smart sebelumnya.
1. [D-bly=w(x)
Jadi,[D-2]y=w
2. [D-alw=1(x)
Jadi,[D+2]w =10
3. w=e* [ f(x) e dx + Ae™
jadi, e [ 10e**dx + Ae?* =5 + Ae’™*
4. [D-bly = w(x)
Jadi,
[D-2]y=w..... [D-2]y=5+Ae™*
5. y = e [ w(x) eP dx + Aeb
jadi penyelesaianya:
y=e¥[[5+Ae>*] e* dx + Be*
y=5-"% Ae™* + Be*

Yh=-% Ae* + Be** danyis=5
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b. Metode koefisien tak tentu

jika sebuah PDB linear orde dua koefisien konstan

ditulis dalam bentuk seperti :

1. [D-a][D -bly = f(x)

Maka penyelesaian yang diperoleh adalah :

Y=YntYi

untuk f(x) = 0 maka persamaan (1) menjadi :

> [D-a][D-bly=o0

Dengan 2 akar karakteristik yaitum;=a, m,=b
, sehingga di dapat penyelesaian khusus
sebagai berikut :

yh = Ae® + BeP*

pokok metode koefisien tak tentu adalah
menentukan bentuk umum vy, dari akar
karakteristik yang muncul pada f(x) dengan
satu atau lebih konstanta sembarang. Yang
harus diperhatikan adalah dalam menentukan
akar karakteristik dalam sebuah PDB maka
semua aturan akar karakteristik berlaku.
Misalnya f(x) = €% mempunyai akar

karakteristik m = c. Karena akar karakteristik m
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= ¢ tidak sama dengan akar karakteristik pada
yn maka kita dapat menuliskan bentuk
umumnya yh adalah yis = Ce . sekarang yang
harus kita lakukan adalah menetukan
konstanta sembarang c. Karena yn» merupakan
penyelesaian dari PDB untuk f(x) # 0, maka kita
dapat mengganti y dengan yn sehingga
persamaan (1) seperti berikut :
[D -a][D - blyis = f(x)
Dari persamaan diatas kita dapat menentukan
harga konstanta sembarang c.
Contoh:
Selesaikan[D? + 1]y = 2e*dengan menggunakan
metode koefisien tak tentu.
Jawab:
Dimisalkan f(x) = 0
[D?+1]y =0 jadi,
[D+a][D-bly=0...cu..... [D+i][D-ily=0
Sehingga memiliki karakteristik a =i, b = -i
,maka penyelesaian homogen ynadalah: yn=

A cos X + Bsinx
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Dari persamaan [D? + 1]y = 2e* berarti f(x) = 2e*
. karena c =1 (f(x) = e -> f(x) = e¥)
Maka penyelesaian yis adalah
yis = Ce*
untuk menentukan harga konstanta c, y dalam
PDB diatas diganti dengan yis sehingga :
[D? + 1]yis = 2%
Atau dapat dimisalkan
Yis + Yis = 285 ceuerrerererrererenerensesenes (1)
karena yis = Ce* maka y’is = Ce*, y”is = Ce* dan
kemudian substitusi nilai ini pada persamaan
(1) ,sehingga:
Yis + Yis = 2€*
Ce*+ Ce*=2e"
Karena nilai C telah dijelaskan diatas yaitu c =1
sehingga yis = Ce*
yis = €*
dan penyelesaian umum dari PDB adalah:
Y =YhtYis

y=Acos x + B sin x +
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E. Penerapan PDB dalam Sains, Teknologi dan
Engineering

PDB merupakan salah satu topic dalam matematika
yang dapt diterapkan pada pembelajaran sains, misalnya
pada rangkaian listrik. Berikut adalah contoh penerapan PDB
dalam sains.

1. Rangkaian listrik pada gambar di samping mempunyai
daya gerak listrik sebesar E = 100 sin 60t volt, resistor
sebesar 2 ohm, inductor sebesar 0,1 henry, dan kapasitor
sebesar 1/260 farad. Jika pada saat t=0 arus listrik dan
muatannya nol, tentukan muatan listrik pada
kapasitornya untuk setiap saat t.

Jawaban:
= Secara umum, uraian di atas dapat ditulis dengan
LQ”+RQ’+%= E(t). Apabila nilai E, R, dan C
disubstitusikan, maka kita dapatkan
0,1Q" + 2Q" + 260Q = 100 sin 60t, Q(0) = 0,1(0)
=Q'(0)=0
Untuk memperoleh Q = Q(t), maka kita harus

menyelesaikan PDB berikut.
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Q" +20Q" +2600Q

= 1000sin 60t, Q(0)

=0,1(0)

=Q'(0)

=0

Persamaan karakteristik dari PDB tersebut adalah
r?2 +20r + 2600 =0

dengan akar karakteristik

1y, = V400710490 _ 10 + 50i, sehingga
2

r, =—10+50i dan r, = —1—50i
Dengan solusi homogeny, yaitu Qn =
e 10t(C, cos 50t + C, sin 50t)
Menentukan solusi khusus dengan metode koefisien
tak tentu. Misalkan
Qr = Acos 60t + B sin 60t
Turunan pertama dan kedua dari solusi khusus ini
adalah
Qr = —60(Asin 60t — B cos 60t) dan
Qi = —3600(A cos 60t + B sin 60t)
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Substitusi  Qg, Qk, Q@ ke Q" +20Q' +2600Q =
1000 sin 60t untuk mencari A dan B, diperoleh A =

30 25 . _ 30 _
—- dan B = o Sehingga Qy = -, Cos 60t

Esin 60t.
61

= Sehingga didapat solusi Q sebagai fungsi dari t adalah
Q(t) = e~ 10t (2 cos 50t + 6sin 50t> -

390 cos 60t — 2 sin 60t
61 61

R=2ohm

E E(f)volt

5
%Lﬂ].lh&m’y
E(f)=100s5m60:
| L
I\

= 1/260 farad
Q(t) = %e‘lOt(S cos 5t + 6sin 50t) —

65—1 (6 cos 60t + 5sin 60t)

* Fungsi di atas dapat ditulis dalam bentuk

Q(t) = e 10 cos(50t — @) — —Cos(60t - @),
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5v61 . 6v61 6vV61
Dengan cos@ = ——,sin@ = ——,cos§ = ——, dan

sinf = 56—\/?, sehingga @ = 0,88 dan 6 = 0,69.

» Muatan listrik Q pada kapasitor pada setiap saat t
adalah
Q(t) = 0,77e~1% cos(50t — 0,88) — 0,64 cos(60t —
0,69).

F. Penerapan PDB dalam Teknik Sipil

Konsep persamaan diferensial dapat digunakan di teknik
sipil ketika menguji kepadatan lapangan pada pekerjaan
perkerasan jalan dengan menggunakan data-data hasil
pengujian berupa kadar air dan berta isi kering. Jika data
kadar air dan berat isi kering diketahui, maka persamaan
kepadatan dari pekerjaan perkerasan jalan dapat
diketahui. Selanjutnya kadar air optimum dan kepadatan
maksimum dapat ditentukan dengan menggunakan
konsep persamaan diferensial.

Contoh: Hasil pengujian kepadatan lapangan pada
pekerjaan perkerasan jalan diperoleh data-data hasil

pengujian sebagai berikut:
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Kadar Air (%) Berat Isi Kering (gr/cc)
6 1.45
8 1.54
10 1.57
12 1.60
14 1.56
16 1.50

1. Tentukan persamaan kepadatan dari

perkerasan jalan terserbut

2. Tentukan kadar

optimum dan

pekerjaan

kepadatan

maksimum dengan menggunakan konsep persamaan

diferensial
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Jawab
1. Diperoleh persamaan kepadatan
y = —0.0046x* + 0.1060x + 0.9805
atau
Ykering = —0.0046W?2 + 0.1060W + 0.9805

2. Dengan menggunakan teorema Maxima/Minima

diperoleh

Kadar air optimum (Wyptimum) = 11.52%

Kepadatan maksimum (Yering maximum) = 1-591 gr/cc
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